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НЕКОТОРЫЕ МОДЕЛИ МЕХАНИКИ ЛОКАЛЬНЫХ ПОВРЕЖДЕНИЙ

На основе модели деформируемого твердого тела с опасным объемом рассмотрена методика определения локальной
поврежденности сложно нагруженной механической системы. Приведен обобщенный расчет поврежденности та�
кой системы при контактном взаимодействии. Показано значительное изменение опасных объемов и локальных по�
вреждений за счет действия (влияния) силы трения
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Введение

Состояние трибофатической системы [1—3] в некото�
ром ее элементарном объеме может оцениваться в соответ�
ствии с моделью деформируемого твердого тела с опасным
объемом как поврежденное при достижении (в том числе
одновременном) некоторыми компонентами тензора напря�
жений (деформаций) своих предельных значений. Множе�
ство таких элементарных объемов представляет собой в об�
щем случае трехмерную область, называемую опасным
объемом. Особое значение имеет изучение влияния соотно�
шения контактных и неконтактных нагрузок на состояние
поврежденности, т.е. величину и форму опасных объемов.
Опасные объемы представляют собой интегральную харак�
теристику поврежденности. С их помощью можно выделить
поврежденную область твердого тела, особенности повреж�
денности которой (местонахождение ее максимальных зна�
чений, характер распределения) представляют собой пред�
мет изучения механики локальных повреждений.

Напряженно5деформированное состояние
при контактном взаимодействии

Определение поврежденности основано на предва�
рительном расчете напряженно�деформированного со�
стояния элементов трибофатической системы. Рассмот�
рим ее частный вид — контактную пару, для которой
имеют место следующие граничные условия:

(1)

где S(x, y) — площадка контакта, F
c
 — контактная сила, p —

распределение контактного давления, f — коэффициент

трения, ρ — расстояние от центра контакта,  — напря�

женное состояние при контакте, n⊥S, τ||S.
В случае линейной зависимости между напряжени�

ями и деформациями напряженное состояние каждого

из контактирующих тел может быть описано в соответ�
ствии со следующим общим соотношением [1—3]:

(2)

где  — напряжения, обусловленные соответствен�

но нормальной p(x, y) и касательной нагрузками q(x, y).
Поскольку в типичных трибофатических системах мо�

дели взаимодействующих тел (ролик/вал, ролик/кольцо, вал/
втулка) в области контакта ограничены поверхностями вто�
рого порядка [1—3], то в данном случае площадка контакта
S(x, y) имеет форму эллипса, а нормальные давления на пло�
щадке контакта распределены по эллиптическому закону

 (p
0
 — максимальное давление

в центре контакта, а и b — полуоси эллипса) [4, 5] (рисунок 1).
В некоторых трибофатических системах, например ролик/
вкладыш, могут быть реализованы другие типы контакта
(в частности, конформного), однако постановка задачи (1)
и общий метод решения (2) применимы и в таких случаях.

Расчет напряжений  в любой точке M(x, y, z) по�

лупространства при действии на поверхность нормаль�

Рисунок 1 — Расчетная схема контактного взаимодействия
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ных контактных давлений p(x, y) проводится численны�

ми методами с использованием функций влияния  из

фундаментального решения задачи Буссинеска [3]:

(3)

Расчет напряженного состояния , вызванного дей�

ствием силы трения, которая моделируется распределе�
нием касательных усилий q(x, y), также выполняется чис�
ленными методами с использованием функций влияния

 из решения задачи Черрути для действия сосредото�
ченной касательной силы на полупространство [3]:

(4)

Напряженное состояние в любой точке M(x, y, z) кон�
тактной пары определяется из общего соотношения [3]:

(5)

Модель деформируемого твердого тела с опасным объемом

При контактной усталости опасным называется объем
V

P
, в котором с некоторой вероятностью Р возможно по�

явление нормальных контактных напряжений, превыша�
ющих нижнюю границу pfmin рассеяния пределов вынос�

ливости , где  — давление в центре контакта

при предельной контактной нагрузке [1—3]. Аналогично
определяется нижняя граница рассеяния пределов вынос�
ливости для касательных напряжений.

Рассмотрим вероятность локального повреждения в
точке, вызванного действием σ

ij
 (рисунок 2):

(6)
где ξ=σ

ij
/p

f min
.

Если известно распределение напряжений σ
ij
, рас�

считанное в соответствии с (5), в трехмерной окрест�
ности области контакта и значение критерия p

f min
, то в

случае нескольких ненулевых компонент тензора на�
пряжений опасные объемы могут быть вычислены по
каждой компоненте [1—3]:

(7)

либо по интенсивности напряжений:

(8)

В более общем случае для однородного изотропного де�
формируемого твердого тела также могут быть определены
[1—3, 6, 7] предельные нормальные и касательные напряже�

ния  и  при действии на систему предельной кон�
тактной силы , а также предельное главное напряже�

ние  и предельная интенсивность напряжений :

(9)

где dV — элементарный объем нагруженного тела.
Тогда условия ограничения для компонентных, глав�

ных и октаэдрических опасных объемов будут иметь вид:

(10)

(11)

(12)

В случае исследования процесса повреждения при
контактной усталости, рабочий объем в выражениях
(10)—(12) V

k
 представляет собой не весь объем деформи�

руемого твердого тела, а лишь объем заранее заданного
предельно допустимого износа (рисунок 3) [1—3].

Если рассмотреть тензор напряжений σ
ij
 в каждом

элементарном объеме dV тела, то в общем случае для
описания изменения значений действующих напряже�
ний по сравнению со значениями предельных напря�
жений можно ввести три типа тензора относительных
повреждающих напряжений [3, 6, 7]: компонентные,
главные и октаэдрические:

(13)

где g
ij
, g

i
, g

int
 имеют вероятностную природу, посколь�

ку в условиях прочности как действующие напряже�

ния σ
ij
, σ

i
, σ

int
, так и предельные значения , ,

Рисунок 3 — Схема рабочего и опасного объемов
при контактной усталости

89

Рисунок 2 — Плотности распределения вероятностей
действующих (p

0
) и предельных (p

f
) напряжений [1, 2]



 являются случайными величинами с соответ�
ствующими плотностями распределения.

Исходя из определения g
ij
, g

i
, g

int
 представляют собой

величины локального повреждения элементарного объе�
ма. Тогда вероятность локального повреждения в точке,
вызванного действием σ

ij
 [3]:

(14)

При 0≤g
ij
<1 вероятность появления локального по�

вреждения в элементарном объеме dV будет P(g
ij
(dV)≤1).

А при 1≤g
ij
<∞ величиной g

ij
(dV) определяется степень по�

вреждения тела в dV.
Графическая иллюстрация компонентных опасных

объемов g
ij
(dV), V

yy
, V

zz
, их пересечений (совмещенных

опасных объемов) , , , 

и объединения  (опасного объема) представ�
лена на рисунке 4. Там же показан тензор g

ij
(dV) относи�

тельных повреждающих напряжений в соответствии с
представлением (13). Видно, что при равновеликом зна�
чении компонент тензора g

ij
(dV) наиболее опасной зо�

ной, где ожидается зарождение разрушения, является пе�
ресечение трех компонентных объемов .

В зонах трех компонентных объемов (V
xx

, V
yy

, V
zz
) раз�

рушение скорее начнется там, где тензор g
ij
(dV) является

наибольшим по величине. Рисунки типа рисунка 4 позво�
ляют проанализировать многообразные возможные осо�
бенности прогнозируемого повреждения. Они обнаружи�
ваются, например, в зонах пересечения (наложения) опасных
объемов, обусловленных либо только нормальными, либо
только касательными напряжениями, либо одновременным
воздействием нормальных и касательных напряжений раз�
ных знаков. Таким образом, появляется возможность кон�
кретного анализа роли процессов отрыва и сдвига в комп�
лексном формировании локального повреждения.

Локальные повреждения при контактном взаимодействии
с трением

Для анализа поврежденности, обусловленной слож�
ным трехмерным напряженным состоянием при контак�
тном взаимодействии, удобно использовать октаэдричес�

кий опасный объем V
int

 в качестве интегральной харак�
теристики поврежденности и g

int
 для детального анализа

локальных повреждений.
Рассмотрим контактное взаимодействие при соотноше�

нии осей эллипса контакта b/a=0,5. Максимальное давле�
ние в центре контакта и максимальная интенсивность на�
пряжений в этом случае связаны следующим соотношением:

(15)

тогда в соответствии с (1) для предела контактной ус�
талости:

(16)

предельная интенсивность напряжений будет:
(17)

Пусть a||x (b||y), тогда решение для произвольно на�
правленной эллиптически распределенной касательной
нагрузки:

(18)

где q — касательные контактные давления, e
x
 и e

y
 — еди�

ничные векторы, направленные вдоль соответствующих
координатных осей, можно получить путем суперпози�
ции решений:

(19)

Рассчитывать опасные объемы будем при f=0,5,
p

0
=2960 МПа.

На рисунках 5—8 представлены опасные объемы и рас�
пределение локальных повреждений при действии нор�
мальных контактных давлений p(x, y) (см. рисунок 5), од�
новременном действии нормальных p(x, y) и касательных

 (см. рисунок 6),  (см.

рисунок 7), 

(см. рисунок 8), контактных усилий, где последние на�
правлены под углом π/4 к оси x.

В направлениях действия касательных давлений вид�
ны характерные изменения формы октаэдрических опас�
ных объемов по сравнению со случаем чистого контакта
(см. рисунок 5).

Из рисунков 5—8 видно, что наибольший опасный
объем формируется при одновременном действии нор�

мальных p(x, y) и касательных  давлений. На�

Рисунок 5 — Опасный объем  и распределение
локальных повреждений в его сечениях

Рисунок 4 — Схема объединения (пунктирная линия)
и пересечений (затемнено) опасных объемов, обусловленных

нормальными напряжениями
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правление силы трения значительно изменяет форму
опасного объема. Максимум распределения локальных
повреждений, характеризуемых g

int
, за счет действия силы

трения смещается из области под поверхностью площад�
ки контакта (см. рисунок 5) на поверхность контакта.

Заключение

Приведены методика и результаты исследования
поврежденности контактной пары на основе модели де�
формируемого твердого тела с опасным объемом.

В соответствии с данной моделью опасные объемы
представляют собой области твердого тела, в которых на�
пряжения превышают предельные. В свою очередь пре�
дельные напряжения определяются как максимумы со�
ответствующих компонент тензора напряжений для
уровня приложенных внешних нагрузок, обуславливаю�
щего предельное состояние твердого тела.

Предложен анализ локальных повреждений с помо�
щью различных видов тензора относительных повреж�
дающих напряжений.

Показано, что формы и величины опасных объемов
при контактном взаимодействии и распределения в них
локальных повреждений значительно отличаются при
различных направлениях силы трения по отношению к
полуосям эллипса контакта.
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Yelovoy O.M.
Some models of mechanics of local damage

The technique for determination of local damage of complexly loaded mechanical system based on model of the deformable rigid
body with dangerous volume is considered. Calculation of damage contact interaction is made. Considerable change of dangerous volume
and local damage due to action of friction force is shown.
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Рисунок 6 — Опасный объем  и распределение
локальных повреждений в его сечениях

Рисунок 7 — Опасный объем  и распределение
локальных повреждений в его сечениях

Рисунок 8 — Опасный объем  и распределение
локальных повреждений в его сечениях
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