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Многократно повторяющееся деформирование пла�
стины приводит к образованию повреждений. В резуль�
тате дальнейшего накопления этих повреждений проис�
ходит разрушение материала. Разрушенный материал
отделяется от пластины, начинается процесс постепен�
ного изменения ее размеров — процесс изнашивания.
При достижении предела изнашивания, пластина стано�
вится непригодной для используемой цели. Как отмече�
но в [1], в исследованиях различных авторов [2—4] име�
ется экспериментальное доказательство усталостной
природы изнашивания. Исходя из этого, процесс уста�
лостного изнашивания будем исследовать с точки зре�
ния концепции накопления повреждений.

1. Рассмотрим упруго�пластическую, с линейным
упрочнением, шарнирно�опертую круглую пластину
толщины h, радиуса a, которая изгибается цикличес�
ки симметрично изменяющимся давлением ±p. Сна�
чала рассмотрим задачу об изгибе пластины равно�
мерным давлением P из естественного состояния
(первое нагружение). Воспользуемся цилиндрической
системой координат (r, ϕ, z). Ось z направим вниз.
Плоскость z=0 совпадает со срединной плоскостью
пластины. Упругое состояние пластины определяет�
ся соотношениями:
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(2)

Здесь S
ij
=σ

ij
�σδ

ij
, e

ij
=ε

ij
�εδ

ij
 — соответственно компонен�
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δ

ij
/3 — средняя деформация; δ

ij
 — сим�

волы Кронекера; θ=3ε — относительное изменение объема;
G — модуль сдвига. Как следует из (2), считаем материал
пластины механически несжимаемым.

Пластическое состояние пластины определяется со�
отношениями теории малых упругопластических дефор�
маций А.А. Ильюшина [5]:

(3)

(4)

(5)

Здесь дополнительно обозначены:  —

интенсивность напряжений,  — интенсив�

ность деформаций; λ — коэффициент упрочнения: 0≤λ ≤1;
σ

S
 — предел текучести по напряжениям, связанный с пре�

делом текучести по деформациям ε
S
 соотношением σ

S
=3Gε

S
.

В случае рассматриваемой задачи компоненты на�
пряжения σ

z
=σϕz

=σ
rϕ=0, σ

rz
≈0; компоненты деформации

εϕz
=ε

rϕ=0, ε
z
=�(ε

r
+εϕ), ε

rz
≈0. При этом из соотношений уп�

ругости (1), (2) имеем:

(6)

Из соотношений же пластичности (3)—(5) получим:

(7)

Между σ
+
 и ε

+
 имеет место зависимость (4), где ε

+

выражается в виде:

(8)

Здесь мы воспользовались известной гипотезой Кир�
хгофа—Лява:

(9)
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При нагружении из естественного состояния шар�
нирно�опертой пластины равномерным давлением p для
определения прогиба пластины воспользуемся решени�
ем А.А. Ильюшина [5]:

(10)

(11)

где r — текущий радиус,  при . Для опре�

деления  через p в [5] имеется графическая зависимость

между  и . Пластические деформации появля�

ется в точке r=0, z=h/2 при давлении p
s
=16h2σ

s
/(21a2). При

полном охвате упруго пластической области пластину

 при r=0, z=h/2 [5]. В этом случае ,

, где z
s
(r) — уравнение грани�

цы упругой и пластической области пластины.
Теперь используя соотношения (6)—(11) определим

напряженное состояние пластины:

(12)

(13)

где:

(14)

Следовательно, напряженно�деформированное со�
стояние пластины при первом нагружении равномерным
давлением p стало известным. Теперь предположим, что
пластина подвергается значительному циклическому из�
гибу равномерным симметричным давлением ±p. Пусть
материал пластины обладает циклическим упрочением [6].
При этом для определения компонентов напряжения вос�
пользуемся теоремой о предельном состоянии В.В. Мос�
квитина [6]:

(15)

где σϕ, σ
r
 определяются формулами (13) при учете (14),

 — формулами (12). При этом p>p
s
 и между p и 

имеется связь [5], установленная из решения задачи об уп�
ругопластическом изгибе пластины при первом нагруже�
нии. Константа β(0≤β≤1) определяется из эксперимента [6].

После определения компонентов напряжения опре�
делим число нагружений , предшествующее повреж�
дениям, и число нагружений  до разрушения. Вос�
пользуемся критерием, разработанным в [7], который в
стационарном случае запишем в виде:

(16)

где  — напряжения приведения, которое примем: ;

A, α
1
, α

0
 — материальные константы,  — интенсивность

удвоенных напряжений: ;

N
0σs

 — число нагружений до разрушения при .
Нас интересует процесс изнашивания при r=0 (в

направлении z) и начало процесса при r=0. Исходя из
этого с учетом (12) и (13) имеем:

(17)

Учитывая (17) и (15) для  имеем:

(18)

где с учетом (15), (12)—(14) будет:

(19)

(20)

В [8] для сплава марки ЭИ437 при температуре

1073 К и напряжении  определены кон�
станты, входящие в соотношения (1.16). Были получе�
ны α

1
≈1,6; α

0
≈1,8; A≈0,35; N

0σS
≈1,4·103. При этом исполь�

зованы экспериментальные данные из [9]. Расчеты с
использованием формул (16) при учете (18)—(19)

, а также вышеприведенных данных, в том чис�
ле данных работ [5] представлены на рисунке 1. Кривая
1 определяет число нагружений, предшествующее по�
вреждениям, кривая 2 — число нагружений до разру�
шения точек пластины по оси z(r=0). По этой кривой
также определяется число нагружений до наступления
предела изнашивания. При использовании второй фор�
мулы (18) с учетом (20), из второй формулы (16) опре�
делено также число нагружений до наступления разру�
шения краев пластины (r=a), которое оказалось равным
числу нагружений до разрушения точки r=0, z=0,23h
(см. рисунок 1). При этом . Изношенный уча�
сток пластины схематически показан на рисунке 2.

Рисунок 1 — Число нагружений до возникновения повреждений
(1) и до усталостного изнашивания (2) точек r=0 шарнирно
опертой пластины при симметричном циклическом изгибе

равномерным давлением
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2. Исследуем механическое усталостное изнашивание
рассматриваемой в п. 1 пластины при циклическом изги�
бе, пульсирующим равномерным давлением p. Определим
интенсивность деформаций при первом нагружении.
Пользуясь формулой (8) при учете (9)—(11) получим:

(21)

Теперь определим остаточную интенсивность деформа�
ций. Использование теоремы об упругой разгрузке А.А. Иль�
юшина [5] с учетом (21) дает следующий результат:

(22)

При полном охвате упругопластической области
пластины:

Пусть продолжительность каждого цикла нагруже�
ний равны между собой на t

*
 и при этом в интервале

 пластина нагружается равномерным давле�

нием p, в интервале  она свободна от нагруз�

ки, где t
k�1

(k=1, 2, …; t
0
=0) — начало k�го цикла нагру�

жения. В этом случае согласно [6], остаточная интенсивность
деформаций остается неизменной при любом k�м цикле на�
гружений и будет выражаться формулой (22). Для определе�
ния критического числа циклов нагружения N

c
 воспользу�

емся экспериментально установленным уравнением [10]:

 (23)

где γ и B — материальные константы, например, для ста�
ли 45 в [10] получены значения γ=0,4; B=0,06. Учитывая
(22) в (23), определим величину N

c
:

(24)

Критическая продолжительность до разрушения t
c

будет: t
c
=N

c
t
*
. Формула (24) дает возможность определить

число циклов нагружения до разрушения пластины при
законном z и r, т.е. определить число циклов до наступ�
ления заданного предела изнашивания, а также размеры
отделенных в результате изнашивания материалов плас�
тины. При этом следует воспользоваться зависимостью

между величинами  и p в случае упругопластического
изгиба пластины при первом нагружении [5].

3. Рассмотрим теперь упруго�пластическую с линей�
ным упрочнением пластину толщиной h произвольной
формы, которая в плане свободна от внешних нагрузок.
Применим прямоугольную декартовую систему коорди�
нат (x

1
, x

2
, x

3
). Пусть срединная плоскость пластины со�

впадает с плоскостью x
1
=0. Допустим, что существует ис�

точник тепла, который на обеих граничных плоскостях
пластины осуществляет подвод тепла q(t), где t — время,
q(0)=0. Пусть тепловой поток q(t) достаточно медленно
меняется со временем по закону пульсирующих циклов.
Рассматриваем область пластины на достаточном удале�
нии от ее краев. Предполагается, что все константы меха�
нически несжимаемого материала пластины не зависят от
температуры. При этом распределение температуры бу�
дет симметричным относительно плоскости x

1
=0. Исходя

из этого, а также следуя [11, 12], температурное поле пла�
стины примем в виде:

(25)

где  — коэффициент теплопроводности.
Продолжительность каждого температурного цикла

обозначим через t
*
 время до начала разрушения пласти�

ны t
c
(x

1
). Ясно, что процесс изнашивания пластины нач�

нется с поверхностных слоев  и дальше будет рас�

пространяться в направлении к плоскости x
1
=0, однако,

не достигнет плоскости x
1
=0. Это следует из�за того, что

при любом цикле не возникнет центральная пластичес�
кая зона. Для нахождения t

c
(x

1
) определим упруго�плас�

тическое напряженно�деформированное состояние (в
том, числе остаточные деформации) при любом цикле
температурных воздействий. По условиям задачи каж�
дый температурный цикл состоит из температурного на�
гружения в течение времени t

*
/2 и полной температур�

ной разгрузкой в течение этого же времени.
Сначала рассмотрим задачу упруго�пластического

деформирования исследуемой пластины из естественно�
го состояния при температурном нагружении (1) в отрез�
ке времени [0, t

*
/2]. Решение этой задачи в той или иной

степени рассмотрены в [11, 12, 13]. Воспользуемся неко�
торыми результатами, представленными в [13]. В облас�
ти упругих деформаций имеет место соотношение (1.1),
в области пластических деформаций выполняются соот�
ношения (3), (4). При этом к этим соотношениям при�
соединяем соотношение:

(26)

где α — коэффициент линейного расширения.
В случае рассматриваемой задачи имеем [11, 12, 13]:

Следовательно, задача при температурном нагружении
сводится к определению напряжения σ

0
=σ

0
(x

1
,t), деформа�

ций ε
0
=ε

0
(t), ε

11
=ε

11
(x

1
,t) и некоторой функции ξ

S
, определя�

ющей границу упругой и пластической области пластины.
В [13] с использованием соотношений (1), (3), (4),

(26), (25) и условия отсутствия результирующих усилий
по кромке пластины:

Рисунок 2 — Изношенный участок пластины
при симметричном циклическом изгибе равномерным давлением
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(27)

получены следующие соотношения:

(28)

(29)

(30)

где ξ=2x
1
/h.

При этом в [13] величина ξ
S
 не определялась; только

приводится следующее уравнение для ее определения:

(31)

Определим ξ
S
 из уравнения (31). Анализ показыва�

ет, что при ,  (0<ξ≤1) и при условиях

0<λ≤1 и  она имеет единственный действи�
тельный корень, который представляется в виде:

(32)

где обозначены:

(33)

(34)

Решение (32) при учете (33) и (34) является точным
решением уравнения (31). Следовательно, определив ξ

S

по формуле (32) при учете (33) и (34) напряжения σ
0
 на�

ходим по формулам (28), (29) и упруго�пластическую де�
формацию ε

0
 по формуле (30). Деформация же ε

11
 легко

определяется из (26):

(35)

Формулы (28)—(30) при учете (32)—(34) имеют место в
процессе температурного нагружения, которое происходит

в интервале времени . В этом случае тепловой поток

монотонно возрастет от нуля до значения  затем,

в интервале [t
*
/2, t

*
] монотонно убывает до нуля. При 

не возникает центральная пластическая зона. В интервале

 происходит полная упругая разгрузка. При t=t
*
 име�

ем . В этом случае остаточная деформация  и

остаточное напряжение  определены в [13]:

 (36)

(37)

Используя теорему об упругой разгрузке А.А. Илью�
шина [5] и условие (27), определим остаточную дефор�

мацию :

(38)

Остаточную интенсивность деформаций  находим
с использованием формул (36) и (38):

(39)

Поскольку нагружение пластины пульсирующее, то
в каждом цикле тепловой поток q(t) не отличается друг

от друга и имеет одинаковый максимум . Ис�

ходя из этого и согласно [6], можем заключить, что в пос�
ледующих после первого, циклах остаточная интен�
сивность деформации будет выражаться формулой (39).

Теперь при полученных данных определим терми�
ческое усталостное изнашивание пластины. Воспользу�
емся критерием, представленным в [14]:

(40)

Здесь t
c
=t

c
(x) время до разрушения  — остаточная

интенсивность деформаций, t
*
 — время продолжительно�

сти каждого цикла, β, δ — материальные константы, ε
c
 —

экспериментально определяемая критическая деформа�
ция случае монотонного нагружения при постоянной тем�
пературе T

c
 за время t

*
.

Пусть тепловой поток q(t) представляется в виде

. При этом температурное поле пласти�

ны в соответствии с формулой (25) будет:

. (41)

Учитывая (39) и (41) в (40), определяем время t
c
:

(42)
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Здесь Г(δ) — гамма�функция. Число температур�
ных циклов до разрушения N

c
 определится формулой

N
c
=t

c
/t

*
 при использовании (42). Как видим, величи�

ны t
c
 и N

c
 зависят от x

1
. Пусть допустимая толщина

отделенных в результате разрушения материалов с

каждой граничной поверхности пластины будет .

При этом, принимая  из формул (42) на�

ходим окончательное время температурного усталос�
тного изнашивания:

(43)

При использовании (43) соответствующее число

циклов определяется по формуле .
Следовательно, при наступлении предела изнаши�

вания, время предельного нагружения определяется ана�
литической формулой (43). После этого времени, плас�
тина становится не пригодной для используемой цели.
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