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АНАЛИЗ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ
ИЗ СТЕКЛОПЛАСТИКА ПРИ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ НАВЬЕ

В настоящей работе представлены результаты нахождения частот свободных колебаний цилиндрической конст�
руктивно анизотропной оболочки из стеклопластика при граничных условиях Навье. Постоянные упругости оболоч�
ки зависят от угла намотки стекловолокна. Расчет частот свободных колебаний выполнен на основании метода
Рэлея—Ритца. Результаты вычислений представлены в виде зависимостей частот свободных колебаний от угла
намотки стекловолокна для оболочки из тканевого стеклопластика при различных значениях параметров волнооб�
разования и различных отношениях между параметрами, характеризующими геометрические размеры оболочки. Про�
веден сравнительный анализ найденных частот свободных колебаний при нулевом угле намотки стеклонити и полу�
ченных экспериментально частот свободных колебаний ортотропной оболочки, а также частот свободных колебаний
ортотропной оболочки, рассчитанных по известным формулам.
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Введение. Одной из важнейших задач на стадии про�
ектирования тонкостенных оболочечных конструкций,
широко применяемых в авиационной, ракетно�косми�
ческой технике и различных областях промышленнос�
ти, является динамический расчет. Необходимым эле�
ментом исследования динамики оболочек является
определение собственных частот и форм малых коле�
баний, причем наибольший интерес для приложений
представляют частоты из нижнего спектра [1]. Ис�
пользование в инженерной практике полимерных ма�
териалов, в частности стеклопластиков, делает обя�
зательным учет анизотропии упругих свойств при
исследовании низкочастотных колебаний оболочек.
Результаты нахождения собственных частот свобод�
ных колебаний для ортотропных оболочек представ�
лены в работе [2—4]. В то же время, сведения о час�
тотах свободных колебаний в случае, когда основные
направления упругости составляют некоторый угол с
координатными линиями, практически отсутствуют,
что обусловлено высокой сложностью соответствую�
щих определяющих соотношений. Одним из подхо�
дов, позволяющих определить частоты свободных ко�
лебаний анизотропных оболочек, является метод
приближенного удовлетворения граничных условий,
изложенный в монографии [2]. Реализация этого под�
хода применительно к расчету частот свободных ко�
лебаний конструктивно анизотропной оболочки при
граничных условиях, соответствующих шарнирному
опиранию и жесткой заделке концов, представлена в

работах [5, 6]. В то же время, применение метода при�
ближенного удовлетворения краевым условиям при
более сложных условиях закрепления не позволяет
получить характеристические уравнения. В настоя�
щей работе представлены результаты определения
собственных частот свободных колебаний цилиндри�
ческих оболочек из ориентированного стеклопласти�
ка на основании метода Рэлея—Ритца при граничных
условиях, соответствующих граничным условиям На�
вье на обоих концах оболочки.

Определяющие соотношения. Компоненты смещений
u, ν и w, удовлетворяющие граничным условиям Навье
(ν=w=M

11
=N

11
=0 при α=0 и α=l/R) и приближенно опи�

сывающие форму изогнутой поверхности колеблющей�
ся оболочки, представим следующим образом:

(1)

где m — число полуволн вдоль образующей цилиндра; n —
число волн в окружном направлении; α — выражение в
долях радиуса R расстояние по образующей; R — радиус
срединной поверхности оболочки; θ — угловая коорди�
ната в окружном направлении; l — длина оболочки; A

mn
,
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Рисунок 2 — Зависимость собственных частот свободных
колебаний ωωωωωmn

 от угла намотки ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ при m=1: 1 — n=1; 2 — n=2;
3 — n=3; 4 — n=4; 5 — n=5

Рисунок 1 — Схема усилий и моментов, действующих
на элемент оболочки

B
mn

, C
mn

 — амплитуды колебаний вдоль соответствующих
направлений; ω — круговая частота колебаний; u, ν и w —
перемещения срединной поверхности оболочки в про�
дольном, окружном и радиальном направлении соответ�
ственно (перемещения в направлении осей координат x,
y и z (см. рисунок 1).

Потенциальную энергию, накапливаемую всей обо�
лочкой при ее упругой деформации, представим в виде:

(2)

Выражения для внутренних сил и моментов предста�
вим следующим образом [4]:

(3)

Внутренние усилия и моменты обозначены на рисунке 1.
Напряжения σ

ij
 и деформации ε

ij
, χιj, i, j=1, 2 в сре�

динной поверхности в соотношениях (3) определяются
следующим образом [4]:

(4)

Постоянные упругости зависят от угла ϕ намотки
стекловолокна и определяются следующим образом [2]:

где b
11

, b
22

, b
12

 и b
66 

— основные модули упругости ортотропно�
го материала, ϕ — угол, образуемый направлением стеклово�
локон с окружным направлением (угол ориентации стекло�
волокна относительно оси y, обозначенной на рисунке 1).

Кинетическая энергия всей оболочки:

(5)

где ρ — плотность стеклопластика, h — толщина оболочки.
Подставим соотношения (1), (3) и (4) в выражения (2)

и (5) с учетом равенств (1). После соответствующих преоб�
разований будем иметь потенциальную энергию и кинети�
ческую энергию всей оболочки. Подставим полученные
выражения в следующее уравнение движения оболочки [4]:

(6)

Здесь .
Подставив преобразованные выражения для энер�

гий T и U в уравнение (6), получим:

, (7)

где M — матрица массы, K — матрица жесткости.
Анализ собственных частот. Проведем расчет соб�

ственных частот на основании численного решения урав�
нения (7) для оболочки из тканевого стеклопластика,
упругие свойства которого показывают основные кон�
станты упругости b

11
=18,3; b

22
=25,2; b

66
=3,5; b

12
=2,77 ГПа;

плотность ρ=1850 кг/м3. Геометрические размеры оболоч�
ки описываются постоянными h=1 мм, R=0,5 м, l=10 м.
Зависимость собственных частот ω

mn
 от угла намотки стек�

ловолокна ϕ при m=1 и   соответственно представ�
лена на рисунке 2.
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Таблица — Результаты расчета частот на основании метода Рэлея�
Ритца при ϕ = 0°, экспериментально полученные значения частот
и значения частот для ортотропной оболочки

Рисунок 3 — Зависимость собственных частот свободных колебаний
ωωωωωmn

 от угла намотки ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ при n=1: 1 — m=1; 2 — m=2; 3 — m=3

Рисунок 4 — Зависимость собственных частот свободных
колебаний ωωωωωmn

 от угла намотки ϕϕϕϕϕ при m=n=1 для различных
отношений h/R равно: 1 — 0,001; 2 — 0,002; 3 — 0,004; 4 — 0,01

Рисунок 5 — Зависимость собственных частот свободных
колебаний ωωωωωmn

 от угла намотки ϕϕϕϕϕ при m=n=1 для различных
отношений R/l  равно: 1 — 1/30; 2 — 1/20; 3 — 1/10

Из рисунка 2 видно, что зависимости частот от угла
намотки стекловолокна ω

11
 и ω

15
, а также ω

12
 и ω

13
 пере�

секаются. При угле ϕ ≤ 55° частотой основного тона яв�
ляется частота ω

12
, при ϕ > 55° — частота ϕ

13
.

На рисунке 3 представлены зависимости собствен�
ных частот от угла намотки стекловолокна при n=1 и

 для различных мод колебаний.
Из рисунка 3 видно, что зависимости частот от угла

намотки аналогичны для трех рассмотренных мод ко�
лебаний. Минимум частот ω

11
 и ω

21
 достигается при

ϕ=39°, наименьшее значение частоты ω
31

 соответствует
углу ϕ=0°. Также отметим, что, как следует из сравне�
ния рисунков 2 и 3, влияние изменения параметра m на
величины собственных частот свободных колебаний
более существенно, чем параметра n.

На рисунках 4 и 5 показаны зависимости частоты
ω

11
 от угла намотки ϕ для различных отношений h/R

и R/l.
Из рисунка 4 следует, что влияние изменения отно�

шения h/R на величину собственной частоты ω
11

 имеет
достаточно сложный характер. Характер зависимости
усложняется при уменьшении отношения h/R.

Как видно из рисунка 5 при малых значениях от�
ношения R/l величины собственных частот свободных
колебаний практически не изменяются для различных
углов намотки стекловолокна. При увеличении значе�
ния R/l зависимость ω

11
(ϕ) приобретает более сложный

характер, и значения частот возрастают.

Проведем сравнительный анализ величин собствен�
ных частот свободных колебаний цилиндрической обо�
лочки ω, рассчитанных на основании решения уравне�
ния (7) при ϕ=0° (основные направления упругости
совпадают с координатными линиями), эксперименталь�
но найденных значений частот ω

e
 [2] и значений частот

ω
0
, рассчитанных на основании известных формул для

ортотропных оболочек [2]. Основные модули упругости
стеклопластика прежние. Относительная погрешность
находилась по формуле δ=|(ω

mn
�ω

e
)/ω

mn
|. Результаты рас�

чета приведены в таблице.

ISSN 1995�0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2011. № 3 (16)



27
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Free vibration analysis of cylindrical shell from fiberglass with Navier boundary conditions

The analytical solution of approximate natural frequencies for the free vibration of cylindrical shells of GFRP (glass fiber reinforced
plastic) with Navier boundary conditions is presented using the Rayleigh�Ritz method, while the winding angle varies. Frequency variations
for different vibration modes with certain shell’s geometrical parameters are discussed. The effect of shell’s geometrical parameters is
also investigated on natural frequencies.

Поступила в редакцию 19.11.2010.

Приведенные в таблице данные позволяют сде�
лать вывод о том, что результаты расчета частот на ос�
новании метода Рэлея—Ритца достаточно хорошо со�
гласуются с опытными и теоретическими данными
[2, 3] и могут быть использованы в инженерных рас�
четах при проектировании стеклопластиковых кон�
струкций.

Заключение. Приближенный расчет собственных
частот свободных колебаний нижнего спектра цилин�
дрических оболочек из стеклопластика при гранич�
ных условиях Навье, выполненный на основании ме�
тода Рэлея—Ритца, показывает, что значения частот
существенно зависят от угла намотки стекловолокна.
Значения собственных частот ω

mn
 для одних и тех же

углов намотки стекловолокна находятся в соотношении,
которое соответствует результатам натурных экспери�
ментов и результатам, рассчитанным для ортотропных
оболочек на основании известных аналитических вы�
ражений [2—4]. В частности, значения частот свобод�
ных колебаний для ортотропной оболочки, рассчи�
танные в работе [2] при точном удовлетворении
граничным условиям Навье, практически совпадают
с частотами, найденными при решении характерис�
тического уравнения (7) при нулевом угле намотки

стекловолокна. Это обстоятельство делает возмож�
ным использование полученных в работе результатов
при проектировании цилиндрических оболочек из
стеклопластика.
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