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АНАЛИЗ УСЛОВИЙ ПОСТУПАТЕЛЬНОГО ПЕРЕМЕЩЕНИЯ КОРНЯ
ЗУБА В ЛИНЕЙНО�УПРУГОЙ ПЕРИОДОНТАЛЬНОЙ ОБОЛОЧКЕ

В настоящей работе определены условия начального поступательного смещения корня зуба в периодонталь�
ной линейно�упругой оболочке. Геометрическая форма зуба описывается уравнением кругового гиперболоида.
Наружная поверхность корня зуба жестко закреплена в костной ткани зубной альвеолы. Внутренняя повер�
хность периодонтальной связки совпадает с наружной поверхностью корня зуба. Соотношения между пере�
мещением и деформацией периодонта сформулированы с учетом несжимаемости тканей периодонтальной
связки. Определены координаты центра сопротивления корня зуба, а также угол ориентации сосредоточен�
ной нагрузки для корпусного перемещения зуба. Проведен сравнительный анализ результатов расчета коорди�
нат центра сопротивления корня зуба на основе аналитической и конечно�элементной моделей.
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Введение. В зависимости от направления дей"
ствующей силы выделяют наклонно"вращательное,
корпусное (поступательное), к которому относят
вертикальное, и вращательное относительно про"
дольной оси перемещение зубов [1, 2]. Для корпус"
ного перемещения зуба необходимо, чтобы линия
действия силы проходила через центр сопротивле"
ния корня зуба. На практике этого добиваются од"
новременным приложением к зубу сосредоточенной
нагрузки и пары сил [1]. Ввиду этого, расчет началь"
ных перемещений в случае поступательного движе"
ния корня зуба осуществляется с учетом положения
центра сопротивления или соотношения момент /
сила [3–5]. Варианты действия на зуб негоризон"
тально ориентированной сосредоточенной нагруз"
ки, которые приводят к начальному корпусному
движению корня зуба, не рассматриваются.

Прогнозирование начального и долговременно"
го смещения зубов, в первую очередь их начальных
перемещений, после приложения силы или момен"
та является одной из основных целей ортодонтичес"
ких исследований [6, 7]. Начальные перемещения
зуба возникают при кратковременном действии на"
грузки, после снятия которой зуб возвращается на
прежнее место [8, 9]. Основываясь на высокой уп"
ругости тканей периодонтальной связки (располо"
женной между корнем зуба и костной тканью зуб"
ной альвеолы) по сравнению с костями и зубами,
большинство авторов указывают на то, что именно
периодонт определяет начальные перемещения зуба
[10–13]. На расчет начальной подвижности одно"
коренных и многокоренных зубов направлены мно"
гочисленные конечно"элементные исследования, в
частности [13–19]. При математическом моделиро"
вании напряженно"деформированного состояния
системы «зуб — периодонтальная связка», в боль"
шинстве случаев корень зуба аппроксимируется кру"
говым или эллиптическим параболоидом [20, 21].
Как показано в работе [22] на основании сравни"

тельного конечно"элементного анализа, результаты
расчета начальных перемещений корня зуба в пе"
риодонтальной связке, проведенные для параболо"
ида и реальной формы однокоренного зуба, отли"
чаются незначительно. В то же время, более точно
геометрическую форму зуба можно описать с помо"
щью уравнения эллиптического гиперболоида за
счет параметра, характеризующего закругление вер"
шины корня зуба [23].

В настоящей работе представлены результаты
определения условий приложения сосредоточенной
силы к однокоренному зубу, геометрическая форма
которого описывается уравнением кругового гипер"
болоида, соответствующие поступательному пере"
мещению корня в периодонтальной связке.

Уравнения равновесия корня зуба. Внешняя по"
верхность корня зуба и прилегающая к нему внут"
ренняя поверхность периодонтальной связки (счи"
таем, что корень зуба является абсолютно твердым
телом) описывается уравнением кругового гипер"
болоида

 (1)

где h — высота корня зуба; a — радиус сечения корня
зуба на уровне альвеолярного гребня; p — параметр,
характеризующий закругление вершины корня зуба.

Внешняя поверхность периодонтальной связки,
прилегающая к костной ткани зубной альвеолы,
смещена по нормали по отношению к поверхности
корня зуба на величину δ (толщина периодонталь"
ной связки постоянна). Ее уравнение имеет вид

(2)
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где n
x
, n

y
, n

z
 — компоненты единичного вектора нор"

мали к поверхности (1), , которые с учетом
уравнения (1) определяются следующим образом:

(3)

При действии на зуб сосредоточенной силы

, точки периодонта, прилегающие к
поверхности корня (1) зуба, получают перемеще"
ния, равные перемещению корня. Внешняя повер"
хность корня является жестко закрепленной. От"
метим, что согласно результатам работы [24] не
выявлено существенных различий между результа"
тами расчета моделей, учитывающих костную
ткань и жесткую заделку внешней поверхности пе"
риодонтальной связки, а также указано, что при
расчете начальных перемещений зубов в периодон"
те зубы и костная ткань могут задаваться как абсо"
лютно твердые тела.

В соответствии с работами [20, 21], будем счи"
тать периодонт несжимаемым материалом с коэф"
фициентом Пуассона равным 0,49. Это означает,
что при смещении корня зуба к стенке зубной аль"
веолы, периодонт начинает растекаться вокруг по"
верхности корня зуба [20]. Поэтому деформации и
относительные сдвиги в системе координат, связан"
ной с нормалью, образующей и направляющей к
внешней поверхности корня зуба, можно предста"
вить в следующем виде [20, 21]:

(4)

где u
n
, u

t
, uθ — перемещения точек периодонта вдоль

нормали, образующей и направляющей к поверх"
ности корня зуба; δ — ширина периодонтальной
связки в направлении нормали к поверхности (1).
Нормаль, образующая и направляющая к поверх"
ности корня зуба, а также его геометрические раз"
меры показаны на рисунке.

Условия равновесия корня зуба (равенство
нулю главного вектора и главного момента сил,
действующих на зуб) представим в виде:

(5)

где  — главный момент внешних сил;

 — главный вектор внешних сил;  —

радиус"вектор;  — единичный вектор

нормали к поверхности F(x, y, z) = 0; σ — тензор
напряжений.

На основании закона Гука для однородной
изотропной среды компоненты тензора напряже"
ний σ представим в виде

(6)

где E — модуль упругости тканей периодонтальной
связки; ν — коэффициент Пуассона.

Моделирование периодонтальной ткани ли"
нейно упругой изотропной средой обусловлено
тем, что линейно упругие свойства периодонта от"
ражают те же жесткости, что возникают на началь"
ной стадии деформирования нелинейного перио"
донта [17]. К тому же тип движения зубов в
периодонтальной связке не зависит от материаль"
ной нелинейности тканей периодонта [22].

Компоненты тензора деформаций в декартовой
системе координат (x, y, z) выразим через компонен"
ты тензора деформаций в системе координат (n, t, θ)
следующим образом [20]:

(7)

Рисунок — Корень зуба в форме кругового гиперболоида:

 — нормаль;  — образующая;  — направляющая
к поверхности кругового гиперболоида в точке P
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Выполним преобразование вектора перемеще"
ния (u

n
, uθ, ut

) точки P, находящейся на внешней
поверхности корня зуба (внутренней поверхности
периодонтальной связки) из системы координат
(n, t, θ) в систему координат (x, y, z):

(8)

где T
1
 — матрица поворота относительно направ"

ляющей  на угол α; T
2
 — матрица поворота отно"

сительно оси 0z на угол ϕ;  — транспониро"
ванные матрицы T

1
 и T

2
 соответственно. В матрице

T
1
 угол α между образующей к поверхности корня

зуба t  и плоскостью, параллельной плоскости x0z
и проходящей через точку P, такой, что

Последовательно подставляя в выражение (7)
соотношения (4) и (8), получим

(9)

Любое перемещение корня зуба может быть
описано посредством комбинации поступатель"
ных перемещений u

0x
, u

0y
 и u

0z
 вдоль соответству"

ющих координатных осей и углами поворота вер"
шины корня θ

x
, θ

y
 и θ

z
 относительно этих же осей.

Поскольку толщина периодонта очень мала
(0,2–0,3 мм) [6], углы поворота очень малы. Это
позволяет использовать следующие линеаризо"
ванные формулы [21]

(10)

Подставим выражения (3), (6), (9) и (10) в урав"
нения равновесия (5). В результате получим систе"
му однородных алгебраических уравнений относи"
тельно поступательных перемещений и углов
поворота корня зуба следующего вида

(11)

где c
x
, c

y
, c

z
 — жесткости периодонтальной связки

при поступательном перемещении корня зуба
вдоль координатных осей; cθxy

, cθyz
 — статические

моменты жесткостей; cθx
, cθz

 — жесткости перио"
донта при повороте корня зуба относительно оси
0x, 0z при действии силы вдоль этой координатной
оси; µ

x
, µ

y
, µ

z
 — жесткости периодонта при поворо"

тах корня зуба относительно координатных осей 0x,
0y, 0z — соответственно; (x

f
, y

f
, z

f
) — координаты

точки приложения нагрузки.
Условия корпусного перемещения. Определим

ориентацию линии действия нагрузки в плоскости
x0y из условия корпусного перемещения корня зуба
в этой плоскости. В этом случае углы поворота
θ

x
 = θ

y
 = θ

z
 = 0, поступательное перемещение u

0z
 = 0.

Будем считать, что сила также приложена в плос"
кости x0y на уровне альвеолярного гребня и коор"
динаты точки приложения нагрузки (a, 0, h). Тогда
из системы (11) получим:

(12)

Из системы уравнений (12) следует, что линия
действия силы, приводящей к корпусному переме"
щению корня, ориентирована по отношению к
плоскости x0z под углом α

1
 таким, что

Расчет угла α
1
 выполнен для центрального рез"

ца, геометрические размеры которого h = 13 мм,
a = 3,9 мм, p = 0,4 (те же геометрические размеры
принимались в последующих расчетах) [20, 21].
Здесь и далее при вычислениях толщина периодон"
тальной связки составляет δ = 0,229 мм; модуль
упругости E = 680 МПа, коэффициент Пуассона
ν = 0,49 [8, 20, 21]. Численное интегрирование ко"
эффициентов системы (10) выполнено по методу
Гаусса–Кронрода. В результате получено значение
угла α

1
 ≈ 47,7°. Ввиду симметрии корня зуба отно"

сительно плоскостей x0y и z0y, добиться его кор"
пусного перемещения можно, прикладывая нагруз"
ку под углом α

1
 по отношению к плоскости x0z в

любой точке, находящейся на контуре сечения кор"
ня плоскостью y = h.

Определим положение плоскости, параллель"
ной координатной плоскости x0z, в которой мож"
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но приложить сосредоточенную нагрузку, действие
которой будет приводить к корпусному перемеще"
нию зуба. Линия действия силы пересекает ось 0y.
В этом случае углы поворота относительно коор"
динатных осей θ

x
 = θ

y
 = θ

z
 = 0, поступательное пе"

ремещение корня u
0y

 = 0, составляющая нагрузки
f
y
 = 0 и система уравнений равновесия (11) прини"

мает вид:

Отсюда следует, что координата y
f
, определяю"

щая положение искомой плоскости, может опре"
деляться отношением y

f
 = –cθx

/c
x
 или y

f
 = –cθz

/c
z
.

Заметим, что первое соотношение аналогично
определению центра сопротивления двумерно"
го корня зуба, ограниченного плоской парабо"
лой, сформулированному в работе [20]. Прове"
денный расчет координаты y

f
  для центрального

резца, показал, что y
f
 ≈ 8,72 мм, что составляет

67 % от длины корня зуба, что соответствует
выводам исследования [20].

Для проведения конечно"элементного расче"
та координаты y

f
 разработана модель централь"

ного резца с применением пакетов TetGen [25] и
TOCHNOG [26]. Внешняя поверхность корня
зуба и внутренняя поверхность периодонтальной
связки задавались уравнением (1). На внешней
поверхности периодонта, описываемой уравне"
нием (2) и примыкающей к костной ткани зуб"
ной альвеолы, задано жесткое закрепление. Ко"
личество конечно"элементных узлов модели
«корень зуба — периодонта» составляет 67 548,
количество конечных элементов — 374 371. Для
периодонтальной связки размер конечных эле"
ментов равен 0,05725 мм. Сосредоточенная на"
грузка прикладывалась к корню зуба на этапе
формирования модели к узлу, находящемуся на
оси симметрии корня. Координата y

f
 центра со"

противления определялась из условия равенства
нулю перемещений корня вдоль оси 0y.

Значение координаты центра сопротивления
y

f
, полученное для центрального резца, в ходе ко"

нечно"элементного расчета составило 8,425 мм.
Таким образом, результаты расчетов координат y

f
,

выполненные на основании формулы y
f
 = –cθx

/c
x

и конечно"элементного моделирования, отлича"
ются на ≈ 4,8 %.

Заключение. Постановка задачи о начальном
корпусном перемещении корня зуба при действии
сосредоточенной нагрузки, линия действия кото"
рой расположена под углом к координатным плос"
костям и определение такого угла наклона для
корня зуба в форме кругового гиперболоида вы"
полнены впервые. Сравнительный анализ резуль"
татов расчета условий поступательного переме"
щения зуба в горизонтальной плоскости на
основании предложенной аналитической и соот"
ветствующей конечно"элементной модели пока"

зал достаточно высокое совпадение значений ко"
ординаты центра сопротивления корня.

Рассмотренная геометрическая форма корня
зуба имеет преимущество по сравнению с формой
в виде параболоидом вращения. В дополнение к
анализу влияния размеров поперечного сечения
и высоты корня, на основании предложенной мо"
дели можно выполнить исследование влияния
закругления корня на начальные перемещения. В
частности, анализ зависимостей координаты y

f
 от

параметра p, характеризующего закругление кор"
ня в апексе, показывает, что для корней зубов,
имеющих в апексе геометрическую форму, близ"
кую к конусу с малым углом раствора, координа"
та центра сопротивления удалена на большее рас"
стояние от вершины корня по сравнению с
корнями с более закругленной вершиной.

На основании предложенной модели возмож"
но более корректное исследование геометричес"
кой формы корня зуба и периодонтальной связки
на начальное движение. Это тем более важно, что
сведения о начальных перемещениях могут быть
использованы для определения физико"механи"
ческих свойств тканей периодонта [14]. Направ"
ление дальнейших исследований также может
быть связано с анализом полей напряжений во
время начального нагружения, поскольку такие
поля являются первичными для перестройки ко"
стной ткани во время ортодонтического движения
зубов [22, 27, 28].
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