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Исследуются свободные интерфейсные колебания бесконечных замкнутых и незамкнутых цилиндри�
ческих оболочек, составленных из полубесконечных ортотропных тонких цилиндрических оболочек с
разными упругими свойствами. Используя систему дифференциальных уравнений, соответствующих
классической теории ортотропных цилиндрических оболочек, выводятся дисперсионные уравнения и
асимптотические формулы для нахождения собственных частот интерфейсных колебаний составной
цилиндрической оболочки. Установлены асимптотические связи между дисперсионными уравнениями
рассматриваемых задач и аналогичных задач для бесконечной составной пластинки и пластинки�по�
лосы соответственно. Приводится механизм, с помощью которого расчленяются возможные типы
интерфейсных колебаний. На примерах цилиндрических оболочек с разными радиусами приведены при�
ближенные значения безразмерной характеристики собственной частоты и характеристики затуха�
ния соответствующих форм колебаний.
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Введение. Начало исследования упругих поверх"
ностных волн связано с работой Рэлsея [1], в кото"
рой установлено существование упругих поверхно"
стных волн, распространяющихся вдоль свободной
границы полупространства с амплитудой, быстро
убывающей с глубиной. Такие волны, возникающие
у свободного края упругих тел различной геометрии,
обычно называются поверхностными волнами типа
Рэлея [2], [3]. Вопрос существования собственных
колебаний, затухающих от свободного торца безмо"
ментной цилиндрической оболочки вдоль направ"
ления ее образующих, изучены в [4–8]. Аналогич"
ные задачи для тонких упругих (моментных)
цилиндрических оболочек изучены в [9–15]. Нача"
ло исследования собственных интерфейсных коле"
баний связаны с работами [16], [17], в которых ис"
следуются аналоги волн Стоунли [18]. В работе [16]
изучаются поперечные колебания, бегущие по ли"
нии контакта двух полубесконечных пластин, и со"
средоточенных вблизи нее. В работе [17] численно
исследованы плоские интерфейсные колебания у
границы раздела двух состыкованных полуполос с
различными упругими свойствами. Вопрос суще"
ствования собственных интерфейсных и краевых
колебаний безмоментных замкнутых и незамкнутых
составных цилиндрических оболочек переменной
кривизны изучены в [19–21]. В работах [22], [23],
используя специальный асимптотический метод,
изучены собственные интерфейсные колебания со"
ставных круговых цилиндрических оболочек [22] и
оболочек вращения [23].

В настоящей работе изучаются собственные
интерфейсные колебания тонких упругих замкну"
тых и незамкнутых цилиндрических оболочек, со"

ставленных из полубесконечных ортотропных ци"
линдрических оболочек с разными упругими ко"
эффициентами. Предполагается, что у линии раз"
дела свойств материала имеется полный контакт.
В случае незамкнутой цилиндрической оболочки
предполагается, что граничные образующие шар"
нирно закреплены.

Получены дисперсионные уравнения для оп"
ределения собственных частот возможных типов
интерфейсных колебаний для замкнутых и незам"
кнутых составных цилиндрических оболочек. Ус"
тановлена асимптотическая связь между дисперси"
онными уравнениями рассматриваемых задач и
аналогичных задач для бесконечной составной пла"
стинки и пластинки"полосы.

Постановка задачи и основные уравнения. Рассмат"
риваются свободные интерфейсные колебания зам"
кнутых и незамкнутых цилиндрических оболочек,
составленных из полубесконечных ортотропных тон"
ких упругих цилиндрических оболочек с разными
упругими коэффициентами. Введем на срединной
поверхности оболочки криволинейные координаты
(α, β), где α (–∞ < α < ∞) и β (0 ≤ β ≤ s) являются соот"
ветственно ориентированной переменной длиной
образующей и длиной дуги направляющей окружно"
сти (s — полная длина направляющей окружности,
α = 0 — соответствует границе раздела свойств ма"
териала). Все величины, относящиеся к правой
оболочке (0 ≤ α < ∞), отмечаются верхним индек"
сом (1), к левой оболочке (–∞ < α ≤ 0) индексом
(2) (рисунки 1, 2).

В качестве исходных уравнений, описывающих
колебания левых и правых цилиндрических обо"
лочек, используются уравнения, которые соответ"
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ствуют классической теории ортотропных цилин"
дрических оболочек и записываются в выбранных
криволинейных координатах α, β [24]:

 

(1)

где  (r = 1, 2) — проекции вектора смеще"
ний соответственно в направлениях α, β и нормали
к срединной поверхности оболочки; R — радиус на"
правляющей окружности срединной поверхности;
µ4 = h2 / 12 (h — толщина оболочки); ω — угловая
частота собственных интерфейсных колебаний; ρ(r)

(r = 1, 2) — плотности материалов;  — ко"
эффициенты упругости полубесконечных оболочек.

Рассматриваются следующие граничные ус"
ловия

 

(2)

(3)

(4)

где

Граничные условия (2)–(3) соответствуют
замкнутой цилиндрической оболочке: соотноше"
ния (2) выражают условия полного контакта при
α = 0, а (3) — условия периодичности колебания,
где s — полная длина направляющей окружности
срединной поверхности (см. рисунок 1). Гранич"
ные условия (2), (4) соответствуют цилиндричес"
кой оболочке открытого профиля: соотношения (4)
являются условиями шарнирного закрепления по
образующим β = 0 и β = s, где s — длина дуги ок"
ружности срединной поверхности между шарнир"
но закрепленными образующими (см. рисунок 2).

Вывод дисперсионных уравнений. В первом, вто"
ром и третьем уравнениях системы (1) угловую ча"
стоту ω формально заменяются на ω

1
, ω

2
, ω

3
 соот"

ветственно.
Вводятся обозначения: k = 2πn

0
 / s, n

0
 ∈ N для

замкнутой цилиндрической оболочки, и k = π / s
для цилиндрической оболочки открытого профи"
ля. Пусть R–1 = kr

0
 / 2, где r

0
 — безразмерный пара"

метр. Решение системы (1), с указанными измене"
ниями, ищется в виде

Рисунок 1 — Замкнутая цилиндрическая оболочка

Рисунок 2 — Незамкнутая цилиндрическая оболочка
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 (5)

где m — волновое число;  — неопределенные
коэффициенты; χ(r) — неопределенный коэффици"
ент затухания. При этом условия (3) и (4) выполня"
ются автоматически и поставленные задачи решают"
ся аналогичным образом, если придавать параметру
k разные значения. Подставляя выражения (5) в сис"
тему (1), с указанными изменениями, получим

(6)

(7)

(8)

(9)

Пусть  — попарно различные
нули уравнения (8) с положительными действи"

тельными частями, тогда  —
также попарно различные нули этого уравнения.

Пусть  нетривиальные решения вида (5)

системы (1) при , (j = 1, 2, …, 8) соответствен"
но. Представляя решения задач (1)–(3) и (1)–(2),
(4) в виде

и учитывая граничные условия (2), получим систе"
му уравнений

 
(10)

(11)
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Нижний индекс j означает, что соответствую"
щая функция взята при . Чтобы система

(10) имела нетривиальное решение, необходимо и
достаточно, чтобы ее определитель равнялся нулю

(12)

Численный анализ показывает, что левая часть
равенства (12) становится малой, когда любые два
корня уравнения (8) становятся близкими друг к
другу. Это сильно усложняет расчеты и может при"
вести к появлению ложных решений. Оказывает"
ся, что множитель в левой части равенства (12),
стремящийся к нулю при сближении корней, мож"
но выделить.

Выполняя элементарные действия над столб"
цами определителя (12), получаем

(13)

(14)

Выражения для  из (14) не приводят"
ся. Уравнение (13) эквивалентно уравнению

(15)

Учитывая возможные соотношения между
 заключаем, что уравнение (15) опре"

деляет частоты соответствующих типов интерфей"
сных колебаний.

При  уравнение (8) являет"
ся характеристическим уравнением системы (1).
Уравнение (15) при k = 2πn

0
 / s, n

0
 ∈ N является

дисперсионным уравнением задачи (1)–(3), а при
k = π / s — дисперсионным уравнением задачи
(1)–(2), (4).

Асимптотика дисперсионного уравнения (15) при
R–1 →→→→→ 0. При использовании формулы из § 2 будем

полагать, что  (r = 1, 2). Тогда при
R–1 → 0 (r

0
 → 0) уравнение (8) преобразуется в со"

вокупность уравнений

(16)

 (17)

которые являются характеристическими уравне"
ниями для уравнений планарных и изгибных ко"
лебаний пластины соответственно. Корни χ(r) / m
уравнений (16) и (17) с положительными действи"
тельными частями обозначим через  и

 соответственно.
Аналогичным образом как в [10] доказывает"

ся, что при условии

(18)

корни  уравнения (8) можно представить

в виде

(19)

При условии (18), учитывая соотношения (11)
и (19) и тот факт, что

(20)

уравнение (15) приводится к виду

(21)
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Из уравнения (21) следует, что при ε
m
 → 0 урав"

нение (15) распадается на уравнения

(22)

Из них первые два — дисперсионные уравне"
ния изгибных и планарных интерфейсных колеба"
ний аналогичной задачи для ортотропной беско"
нечной пластинки k = 2πn

0
 / s и пластинки"полосы

с шарнирно закрепленными краями k = π / s.
Корням третьего и четвертого уравнения соот"

ветствуют планарные интерфейсные колебания
цилиндрической оболочки. Они появляются в ре"

зультате использования уравнения соответствую"
щей классической теории ортотропных цилиндри"
ческих оболочек.

Следовательно, при ε
m
 → 0 корни уравнения

(22) являются приближенными значениями корней
уравнения (15).

Численные исследования. В таблице 1 приведе"

ны некоторые  корни уравнения  и
последних двух уравнений из (22) при k = 3,10827
и k = 0,310827 соответственно. Отметим, что связь

между  и  имеет вид

В таблице 2 приведены некоторые безразмер"
ные характеристики собственных интерфейсных

колебаний  и характеристики затухания соответ"

ствующих форм  и , для составных
бесконечных цилиндрических оболочек открыто"
го профиля изготовленных из боропластика и бу"
маги, с механическими параметрами [24], [25]:
" боропластик:

(23)

" бумага:

(24)

и геометрическими параметрами: R = 20, s =
10,1072, k = 0.310827, r

0
 = 0,32172, h = 1/50, b = 10

(b — расстояние между граничными образующи"
ми). Результаты, представленные в таблице 3, со"
ответствуют составной бесконечной цилиндричес"
кой оболочке открытого профиля, изготовленного
из боропластика и бумаги, с механическими пара"
метрами (23), (24) и геометрическими параметра"
ми: R = 2, s = 1,010772, k = 3,10827, r

0
 = 0,32172, h =

1/50, b = 1.
В качестве характеристики затухания приведе"

ны значения следующих величин

В таблицах 2, 3 после характеристик собствен"
ных частот указан тип интерфейсных колебаний:
inb — преимущественно изгибный; ine — преиму"
щественно планарный; n(r), r = 1, 2 — новый тип
интерфейсных колебаний. В таблицах 2, 3 случай

 соответствует задаче (1)–(2),

(4). Случай  соответствует за"
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даче (1)–(2), (4), в которой отсутствует тангенци"
альный компонент силы инерции, т. е. имеем пре"

Таблица 1

Таблица 2

имущественно изгибный тип интерфейсных коле"

баний. Аналогично, случай 
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соответствует преимущественно планарному типу.
Таблицы 2 и 3 показывают, что первые частоты

собственных интерфейсных колебаний, где при"
сутствует нормальная компонента силы инерции,
являются частотами интерфейсных колебаний пре"
имущественно изгибного типа. Наряду с первыми
частотами интерфейсных колебаний квазипопе"
речного типа существуют частоты незатухающих
интерфейсных колебаний квазитангенциального
типа. С увеличением m эти колебания становятся
интерфейсными колебаниями типа Стоунли.

При ε
m
 → 0 собственные интерфейсные коле"

бания задачи (1)–(2), (4) расчленяются на квази"
поперечные и квазитангенциальные колебания и
частоты этой задачи стремятся к частотам анало"
гичной задачи для составной пластинки полосы. С
увеличением m интерфейсные колебания квазипо"
перечного типа становятся незатухающими, а без"
размерные характеристики  собственной часто"
ты квазипоперечных интерфейсных колебаний
стремятся к корню уравнения типа Стоунли

 (для материалов боропластика и бу"

маги ). В зависимости от a2m2 появля"
ются не более четырех новых типов интерфейсных
колебаний, характерных только для составных ци"
линдрических оболочек, обусловленных продоль"
ными и крутильными компонентами силы инер"
ции ([10], [14]).

При интерфейсных колебаниях преимуще"
ственно тангенциального типа 

), кроме планарных интерфейсных колеба"
ний типа Стоунли могут появлятся не более четы"
рех новых типов интерфейсных колебаний, также
обусловленных продольными и крутильными ком"
понентами силы инерции.
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Ghulghazaryan G.R., Ghulghazaryan R.G.
About free interfacial vibrations of thin elastic circular cylindrical shells

Free interfacial vibrations of closed and non"closed infinite cylindrical shells composed of two semi"infinite orthotropic
thin cylindrical shells with different elastic properties are studied. Using the system of equations of the related classical
theory of orthotropic cylindrical shells, dispersion equations and asymptotic formulas for obtaining eigenfrequencies of
possible interfacial vibrations of composed cylindrical shells are derived. An algorithm for separating possible interfacial
vibrations is presented. An asymptotic link is established between the dispersion equations of problems in hand and
analogous problems for infinite composed plate and plate"strip, respectively. By examples of shells with different radiuses
approximate values of dimensionless characteristics of eigenfrequencies and attenuating characteristics of the related
vibration forms are given.
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