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О СВОБОДНЫХ ИНТЕРФЕЙСНЫХ И КРАЕВЫХ КОЛЕБАНИЯХ
ТОНКИХ УПРУГИХ ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫХ ПЛАСТИН
СО СВОБОДНЫМ КРАЕМ

Исследуются свободные планарные и изгибные интерфейсные и краевые колебания полубесконечных со�
ставных пластин и пластин�полос. Используя уравнения, соответствующие классической теории ор�
тотропных пластин, выводятся дисперсионные уравнения и асимптотические формулы для нахождения
собственных частот интерфейсных и краевых колебаний составных пластин. Установлена асимптоти�
ческая связь между дисперсионными уравнениями рассматриваемых задач и аналогичных задач для бес�
конечной составной пластины и пластины�полосы соответственно.

Ключевые слова: интерфейсные колебания, собственные частоты, пластины

Введение. Исследования колебательных про�
цессов в составных тонкостенных конструкциях
занимают важное место в динамике деформируе�
мого твердого тела. Это обусловлено как потреб�
ностями самой теории, так и практическими воп�
росами машиностроения, приборостроения и т. д.
[1]. Во многих случаях объекты исследования
представляют собой односторонние протяженные
составные пластины. Для тонких составных плас�
тин большое значение приобретает изучение соб�
ственных колебаний, локализованных у свободного
края пластины — краевые колебания и локализо�
ванные у границы раздела свойств материала — ин�
терфейсные колебания.

Начало исследования упругих поверхност�
ных волн связано с работой Рэлея [2], в кото�
рой установлено существование упругих повер�

хностных волн, распространяющихся вдоль сво�
бодной границы полупространства с амплиту�
дой, быстро убывающей с глубиной. Такие вол�
ны, возникающие у свободного края упругих тел
различной геометрии, обычно называются по�
верхностными волнами типа Рэлея [3–5]. Нача�
ло исследования собственных интерфейсных
колебаний связаны с работами [6–7], в которых
исследованы аналоги волн Стоунли [8]. В рабо�
те [9], используя специальный асимптотический
метод, изучены собственные интерфейсные ко�
лебания составных круговых цилиндрических
оболочек и оболочек вращения. В работах [10–11]
исследованы свободные интерфейсные колеба�
ния бесконечных замкнутых и незамкнутых ци�
линдрических оболочек составленных из двух
полубесконечных ортотропных упругих безмо�
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ментных и моментных цилиндрических оболо�
чек с разными упругими свойствами. Установле�
на асимптотическая связь между дисперсионными
уравнениями рассматриваемых задач и аналогичных
задач для бесконечной составной пластины и плас�
тины�полосы, при наличии шарнирного закрепле�
ния Навье на граничных образующих.

В настоящей работе исследуется вопрос суще�
ствования свободных планарных и изгибных ин�
терфейсных и краевых колебаний полубесконеч�
ной пластины, составленной из ортотропных
тонких упругих пластины�полосы и полубеско�
нечной пластины с разными упругими свойства�
ми, а также полубесконечной пластины�полосы,
составленной из тонких упругих ортотропных
прямоугольной пластины и полубесконечной пла�
стины�полосы с разными упругими свойствами.
Предполагается, что у линии раздела свойств ма�
териала имеется полный контакт.

Выводятся дисперсионные уравнения для оп�
ределения собственных частот изгибного и пла�
нарного типа интерфейсных и краевых колебаний
для составной пластины. Установлена асимптоти�
ческая связь между дисперсионными уравнения�
ми рассматриваемых задач и аналогичных задач
для бесконечной составной пластины и пласти�
ны�полосы, при наличии шарнирного закрепле�
ния Навье на граничных линиях.

На срединной плоскости пластины вводят�
ся прямолинейные ориентированные ортого�
нальные координаты (α, β) , где –∞ < α ≤ l(1)  и –
∞ < β < ∞, в случае составной полубесконечной
пластины (рисунок, а) и –∞ < α ≤ l(1), 0 ≤ β ≤ s
в случае полубесконечной пластины�полосы
(см. рисунок, б). Прямая α = 0 соответствует гра�
нице раздела свойств материала. Все величины,
относящиеся к правой пластине (0 ≤ α ≤ l(1)), от�
мечаются верхним индексом (1), к левой плас�
тине (–∞ < α ≤ 0) — индексом (2).

О планарных интерфейсных и краевых колебаW
ниях полубесконечных пластин. В качестве исход�
ных уравнений используются уравнения малых
планарных колебаний левых и правых пластин,
которые соответствуют классической теории ор�
тотропных пластин [12].

(1.1)

здесь  — проекции вектора переме�
щений соответственно в направлениях α, β;

 — коэффициенты упругости: λ(r) = ρ(r)ω2,
где ω — угловая частота собственных колебаний;
ρ(r)(r = 1,2) — плотности материалов.

Рассматриваются следующие граничные условия

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

где h — толщина пластины.
Граничные условия (1.2)–(1.4) соответствуют

полубесконечной пластине: соотношения (1.2) вы�
ражают условия полного контакта при α = 0 (на гра�
нице раздела свойств материала), (1.3) — условия
свободного края при α = l(1) (1.4) — условия перио�
дичности колебания, где s — произвольное положи�
тельное число. Граничные условия (1.2)–(1.3), (1.5)
соответствуют пластине�полосе: соотношения (1.5)
являются условиями шарнирного закрепления при

а       б

Рисунок — Составная полубесконечная пластина (а) и полубесконечная пластинаWполоса(б)
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β = 0 и β = s, где s — ширина полубесконечной
пластины�полосы.

Введем обозначения: k = 2πn
0 
/ s, n

0
 ∈ N для полу�

бесконечной пластины и k = π / s для пластины�по�
лосы. Решения системы уравнений (1.1) ищем в виде

(1.7)

здесь m — волновое число;  — неопределенные
коэффициенты; y(r) — неопределенный коэффициент
затухания. При этом условия (1.4) и (1.5) выполняют�
ся автоматически и поставленные задачи решаются
аналогичным образом, если придавать параметру k
разные значения. Подставляя выражения (1.7) в сис�
тему (1.1), придем к системе уравнений

(1.8)

Приравнивая определитель системы (1.8)
к нулю, получим характеристические уравнения
системы (1.1)

(1.9)

(1.10)

Пусть  — решения уравнения
(1.9) с положительными действительными частя�

ми и . Тогда решения системы

(1.8) для каждого  примет вид

(1.11)

Решения задач (1.1)–(1.4) и (1.1)–(1.3), (1.5)
ищем в виде

(1.12)

Учитывая граничные условия (1.2)–(1.3), полу�
чим систему уравнений

(1.13)

(1.14)

Приравнивая определитель системы (1.13)
к нулю и произведя элементарные действия
над столбцами определителя, получим диспер�
сионные уравнения

(1.15)

(1.16)
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Уравнения (1.15) эквивалентны уравнениям

(1.17)

При ml(1) → ∞ уравнения (1.17) преобразуют�
ся к виду

(1.18)

(1.19)

Из (1.18) следует, что при ml(1) → ∞ уравнения
(1.17) распадаются на уравнения [10–13]:

(1.20)

Первая совокупность уравнений из (1.20) яв�
ляется аналогом дисперсионных уравнений
Стоунли для бесконечной составной пластины
или пластины�полосы, когда боковые края шар�
нирно закреплены. Вторая совокупность урав�
нений из (1.20) является уравнениями Рэлея
для полубесконечной пластины из материала
правой пластины или уравнениями Рэлея для
полубесконечной пластины�полосы со свобод�
ным торцом при наличии шарнирного закреп�
ления на боковых краях изготовленной из ма�
териала правой пластины.

Заметим, что в первых дисперсионных урав�
нениях (1.20) коэффициенты упругости двух со�
ставляющих пластин и соответствующие корни
характеристических уравнений (1.9) входят сим�

метричным образом. Следовательно, если левая
пластина (с верхним индексом (2)) более мягкая

), чем правая,
то можно написать

(1.21)

Следовательно, существование интерфейсных
колебаний составной пластины зависит от суще�
ствования краевого колебания правой полубеско�
нечной пластины со свободным краем: 
[13]: т. е. всегда существуют интерфейсные коле�

бания. Если , то
маловероятно существование интерфейсных ко�
лебаний. Таким образом, в принятом предполо�
жении существование планарных интерфейсных
колебаний составной пластины зависит от суще�
ствования краевого колебания правой пластины
со свободным краем.

Об изгибных интерфейсных и краевых колебаниW
ях полубесконечных пластин. В качестве исходных
уравнений используются уравнения малых изгиб�
ных колебаний левых и правых пластин, которые
соответствуют классической теории ортотропных
пластин [12].

(2.1)

здесь  — нормальные компоненты век�
тора перемещений правых и левых пластин;

 — коэффициенты упругости; λ(r) = ρ(r)ω2,
где ω — угловая частота, ρ(r)(r = 1,2) — плотности
материалов, µ4 = h2 / 12 (h — толщина пластины).

Аналогом граничных условий (1.2)–(1.5) и (1.6)
для свободных изгибных интерфейсных и краевых
колебаний являются

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)
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(2.6)

Граничные условия (2.2)–(2.4) соответствуют по�
лубесконечной пластине: соотношения (2.2) выража�
ют условия полного контакта при α = 0, (2.3) — усло�
вия свободного края при α = l(1), (2.4) — условия
периодичности колебания, где s — произвольное по�
ложительное число. Граничные условия (2.2)–(2.3),
(2.5) соответствуют пластине�полосе: соотношения
(2.5) являются условиями шарнирного закрепления по
краям β = 0 и β = s, где s — ширина пластины�полосы.

Введем обозначения: k = 2πn
0
 / s, n

0
 ∈ N для

полубесконечной пластины и k = p / s для пласти�
ны�полосы. Решения уравнений (2.1) ищем в виде

(2.7)

здесь m — волновое число; y(r) — неопределенные
коэффициенты затухания. При этом условия (2.4),
(2.5) выполняются автоматически и поставленные
задачи решаются аналогичным образом, если при�
давать параметру k разные значения. Подставляя
выражение (2.7) в уравнения (2.1), получаем харак�
теристические уравнения

(2.8)

(2.9)

Пусть  — различные корни уравнения
(2.8) с положительными действительными частя�

ми и . Решения задач (2.1)–(2.4)
и (2.1)–(2.3), (2.5) ищем в виде

(2.10)

Учитывая граничные условия (2.2)–(2.3), полу�
чим систему уравнений

(2.11)

Приравнивая определитель системы (2.11) к нулю
и произведя элементарные действия над столбцами
определителя, получим дисперсионные уравнения

(2.12)

(2.13)

Уравнения (2.12) эквивалентны уравнениям

(2.14)

При ml(1) → ∞ уравнения (2.14) преобразуют�
ся к виду

(2.15)

(2.16)
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Из (2.15) следует, что при ml(1) → ∞ уравнения
(2.14) распадаются на уравнения [11,13]

(2.17)

Первая совокупность уравнений из (2.17) являет�
ся дисперсионными уравнениями изгибного типа ин�
терфейсного колебания бесконечной пластины, со�
ставленной из двух полубесконечных ортотропных
пластин с разными упругими свойствами или диспер�
сионными уравнениями изгибного типа интерфейс�
ного колебания бесконечной пластины�полосы, со�
ставленной из двух ортотропных полубесконечных
пластин�полос с разными упругими свойствами. Вто�
рая совокупность уравнений из (2.17) является урав�
нениями рэлеевского типа (уравнения Коненкова)
для изгибного колебания полубесконечной пластины
из материала правой пластины или пластины�полосы
из материала правой пластины, со свободным краем
α = l(1), когда смежные края шарнирно закреплены.

Заметим, что в дисперсионных уравнениях (2.17)
коэффициенты упругости двух составляющих пла�
стин и соответствующие корни характеристических
уравнений (2.8) входят симметричным образом.
Следовательно, если левая пластина (с верхним ин�

дексом (2)) более мягкая ρ(2) / ρ(1) << 1, 
i, j = 1, 2, 6, чем правая, то первая совокупность урав�
нений из (2.17) преобразуются к виду

(2.18)

которые являются дисперсионными уравнениями
изгибных колебаний правой полубесконечной
пластины со свободным краем k = 2πn

0
 / s, n

0
 ∈ N

или правой полубесконечной пластины�полосы
со свободным торцом k = π / s с условиями шар�
нирного закрепления при β = 0 и β = s [13]. Таким
образом, в принятом предположении, существо�
вание интерфейсных колебаний изгибного типа
составной пластины зависит от существования
краевого колебания изгибного типа правой плас�
тины со свободным краем α = l (1).

Численные исследования. В таблице приведены

некоторые корни  первых двух уравнений (1.20),
(2.17) и уравнений (1.17), (2.14) для k = π, s = 1
при l(1) = 15,5, изготовленных из боропластика и
бумаги с механическими параметрами [12, 14].

Боропластик:

(3.1)

Таблица — Собственные частоты краевых и интерфейсных колебаний составной полубесконечной пластины
и полубесконечной пластиныWполосы
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Бумага:

(3.2)

В таблице после характеристик собственных
частот указан тип интерфейсных и краевых коле�
баний: b(1), e(1) — преимущественно изгибные и пла�
нарные краевые колебания; inb, ine — преимуще�
ственно изгибные и планарные интерфейсные
колебания. Там, где не обнаружены интерфейсные
или краевые колебания, клетки пустуют. Частоты
собственных краевых и интерфейсных колебаний
для составной полубесконечной пластины или по�
лубесконечной пластины�полосы определяются
совокупностью уравнений (1.17), (2.14). Существо�
вание краевых и интерфейсных колебаний зависит
от ширины пластины�полосы, длины конечного
прямоугольника и коэффициентов упругости.

Численный анализ показывает, что с уменьше�
нием длины конечного прямоугольника первые ча�
стоты краевых и интерфейсных колебаний преиму�
щественно изгибного типа не уменьшаются. При
фиксированном m первая частота краевых колеба�
ний преимущественно планарного типа и изгиб�
ного типа предшествует частоте интерфейсных
колебaний того же типа.

Численные результаты показывают, что асимп�
тотические формулы (1.18) и (2.15) дисперсионных
уравнений (1.17) и (2.14) являются хорошим ориен�
тиром для нахождения собственных частот задач
(1.1)–(1.4), (1.1)–(1.3), (1.5).

Заключение. В работе введены дисперсионные
уравнения изгибного и планарного типа интерфей�
сных и краевых собственных колебаний для состав�
ной пластины. Выполненный численный анализ
показал, что наличие интерфейсных или краевых
колебаний составных пластин зависит как от гео�
метрических характеристик, так и от модулей уп�
ругости составляющих пластин.

Полученные дисперсионные уравнения могут
быть использованы для предсказания спектра ча�
стот собственных колебаний, локализованных

вблизи линий сопряжений тонкостенных состав�
ных конструкций, имеющих различные физичес�
кие характеристики.
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ON FREE BOUNDARY AND INTERFACIAL VIBRATIONS OF THIN ELASTIC
SEMI�INFINITE PLATES WITH FREE END

Free planar and bending interfacial and boundary vibrations of semi�infinite composed plates and plate�strips are
studied. Using the system of equations of the related classical theory of orthotropic plates, dispersion equations and
asymptotic formulas for obtaining eigenfrequencies of interfacial and boundary vibrations of composed plates are
derived. An asymptotic link is established between the dispersion equations of problems in hand and analogous
problems for infinite composed plate and infinite plate�strip, respectively.

Keywords: interfacial vibrations, natural frequencies, plate
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