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АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ТЕРМОУПРУГОСТИ
С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ УСЛОВИЯМИ ДЛЯ МНОГОСЛОЙНЫХ
ОСНОВАНИЙ

Предложен метод решения двумерной стационарной задачи термоупругости для многослойного,
неограниченного в плане, основания с плоскопараллельными слоями. На верхней границе темпера�
тура и напряжения описываются периодическими функциями. На нижней границе температура и пе�
ремещения нулевые. На общей границе слоев выполняются условия непрерывности температурного поля
и равенство тепловых потоков. Искомые функции в каждом из слоев записаны в виде тригонометри�
ческих рядов Фурье. Для обеспечения выполнения условий на общих границах слоев предлагается моди�
фикация метода матриц податливости. Сформулирован алгоритм решения задачи. Показано, что
способ дает точное решение задачи для любого конечного количества слоев. По результатам теорети�
ческих исследований проведены численные эксперименты. Сформулированы выводы, касающиеся выяв�
ленных термоупругих эффектов.
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Введение. Составляющими элементами многих
инженерных объектов являются многослойные
плиты, пластины, основания или оболочки. Это
связано с тем, что за счет слоистости материалов
можно добиться уменьшения веса, улучшения зву"
коизоляционных, теплоизоляционных свойств при
уменьшении их стоимости.

В связи с этим возникает необходимость пред"
сказывать результаты действий различных физичес"
ких полей на многослойные конструкции. Особый
интерес представляют разработка аналитических
методов, так как в этом случае можно гарантировать
необходимую точность вычислений и исследовать
влияние физических и механических характеристик
сред на их поведение. Однако такие решения мож"
но получить только в исключительных случаях. Од"
ним из важных видов физических полей является
тепловое. Таким образом, задача аналитического
описания полей температур, напряжений и дефор"
маций в многослойном основании актуальна.

Решению некоторых задач термоупругости по"
священы такие фундаментальные исследования

как, например, [1–3]. Подробный анализ построе"
ния и применения модели, описывающей тепло"
проводность многослойных конструкций, пред"
ставлен в работе [4]. Известны различные способы
получения точных и приближенных аналитических
решений. Так, метод однородных решений исполь"
зуется в работах [5, 6]. Метод функций Грина, с ис"
пользованием аппарата обобщенных функций, ис"
пользуется в работе [7]. Метод жесткостных
функций в подобных задачах применялся в [8].
Приближенные методы анализа термоупругих мно"
гослойных балок обсуждаются в [9].

В данной работе используются матрицы податли"
вости, введенные в работе [10] для оснований с упру"
гими слоями, без учета температурных эффектов. Ме"
тод матриц податливости является модификацией
метода функций податливости, который для задач тер"
моупругости применялся в работах [11–13].

Постановка задачи. Рассмотрим многослойное
основание, представляющее собой плиту, состоя"
щую из n сцепленных слоев, сцепленную с абсо"
лютно жестким полупространством. Слои являют"
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ся неограниченными в плане. В статье рассмат"
ривается статическая двумерная постановка, по"
этому вместо слова полупространство будем упот"
реблять полуплоскость.

Слои нумеруются сверху вниз. Величины, отно"
сящиеся к i"му слою будем снабжать индексом i.
Полуплоскость получает номер n + 1. Каждый слой
характеризуется модулем сдвига µ

i
, безразмерным

коэффициентом ω
i
, который выражается через ко"

эффициент Пуассона v следующим образом:

, коэффициентом теплопроводности λ
i

и приведенным коэффициентом теплового расши"
рения K

i
 = (4ω

i
 – 1)α

Ti
, выраженным через коэффи"

циент теплового расширения α
T
 для i"го слоя.

На верхней границе верхнего слоя заданы тем"
пература и напряжения, который являются перио"
дическими по координате с одинаковым периодом.
На границе полуплоскости перемещения равны
нулю и поддерживается нулевая температура.

На общей границе слоев выполняются усло"
вия непрерывности температурного поля и ра"
венства тепловых потоков (закон Фурье). Для де"
формаций и напряжений выполняется закон
Дюамеля–Неймана.

В каждом слое введем прямоугольную декар"
тову систему координат так, как показано на ри"
сунке 1. Переходим к безразмерным величинам
таким образом, чтобы периоды функций, задаю"
щих граничные условия, были равны 2π.

Случай одного слоя. Рассматривается двумерная
стационарная задача термоупругости для однородной
изотропной невесомой полосы –∞ < x < ∞, 0 < z < h.
Для простоты в этом пункте индекс i опускаем.

Обозначим T(x, z), u(x, z), w(x, z) соответ"
ственно температуру и компоненты вектора пе"
ремещений в слое.

Функция T(x, z) удовлетворяет уравнению

(1)

Уравнения равновесия в перемещениях име"
ют вид:

(2)

Напряжения выражаются через перемещения
и температуру согласно закону Дюамеля–Неймана

(3)

Искомые функции представляем в виде рядов
Фурье

(4)

(5)

(6)

Подставим (4) в (1). После разделения гармо"
ник получим дифференциальные уравнения

(7)

(8)

При подстановке (5) в (2) после разделения гар"
моник получим системы

(9)

(10)

(11)

Подставив (5) и (6) в (3), получим соотношения

(12)

(13)

(14)

Введем вспомогательные последовательности
слоя, связанные с разложениями в ряды ФурьеРисунок 1 — Трехслойное основание
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температуры, теплового потока, напряжений и пе"
ремещений:

(15)

(16)

(17)

Подставив z = 0 в (4)–(6), получим соотношения

(18)

Опуская подробности, выпишем явные выра"
жения для коэффициентов рядов (4)–(6) через
вспомогательные последовательности слоя

(19)

где .
Формулы (19) показывают, что для определе"

ния термонапряженного состояния слоя достаточ"
но знать шесть вспомогательных последовательно"
стей этого слоя (в двумерном случае).

Деформация пакета слоев. Если будем рассмат"
ривать соседние слои с номерами i и i + 1, то гра"
ничные условия на общей границе имеют вид:

(20)

Соотношения (20) позволяют записать рекур"
рентные соотношения для элементов вспомога"
тельных последовательностей соседних слоев.

Для нулевой гармоники

(21)

Здесь и далее 
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Для остальных гармоник запишем эти соотно"
шения в матричном виде:

(22)

Здесь

(23)

и используются следующие обозначения:

Таким образом, для решения поставленной за"
дачи достаточно знать элементы только вспомога"
тельных последовательностей первого слоя, а эле"

менты вспомогательных последовательностей
можно определить по рекуррентным соотношени"
ям (21) и (22).

Из граничных условий на верхней границе мы
можем непосредственно определить только эле"
менты трех вспомогательных последовательностей.
В следующем разделе мы опишем способ нахож"
дения элементов трех оставшихся вспомогательных
последовательностей первого слоя.

Матрицы податливости многослойного основа<
ния. На границе полуплоскости поддерживается
нулевая температура. Рассмотрим способ опреде"
ления элемента ε

10
 по известному значению η

10
.

Введем в рассмотрение числа r
j0
, определяемые

соотношениями

εj0 = rj0ηj0 (24)

Получим рекуррентные соотношения для r
j0
.

Вычислим величину ε
i +1,0

 двумя способами.
Сначала в формуле (24) положим j = i + 1, потом
воспользуемся рекуррентным соотношением (22):

Теперь сначала воспользуемся рекуррентными
соотношениями, а потом формулой (24):

Из последних двух выражений делаем вывод, что

Разрешив это уравнение относительно r
i0
, по"

лучаем искомое рекуррентное соотношение

(25)

Для начала вычисления по формуле (25) нуж"
но знать r

n0
. Для этого подставим i = n в первую

формулу (22) и учтем, что η
n+1,0

 = 0 (нулевая темпе"
ратура на границе полупространства). Получим

ηn0 + hnεn0 = 0.

Отсюда находим, что . Сравнивая

с (24) делаем вывод, что для нижнего слоя
(26)

Аналогично вводятся числа r
jm

 и , определяе"
мые соотношениями

(27)

для которых получаются рекуррентные соотношения

(28)

Для нижнего слоя

(29)
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На границе полуплоскости перемещения точек
равны нулю. Задача состоит в определении элемен"

тов β
10

 и  по известным значениям α
10

 и .

Из соотношений (21) для α
i+1,0

 и  делаем вы"
вод, что для всех i имеет место равенство

(30)

С учетом этого из (21) получаем рекуррентные
формулы

(31)

Из условий на границе полупространства де"
лаем вывод, что

(32)

Переходим к m"й гармонике.
Введем в рассмотрение матрицы податливости

Φ
jm

, , Ψ
jm

, , определяемые соотношениями

(33)

Для них рекуррентные соотношения имеют вид

(34)

Для выражений с тильдами все рассуждения оста"
ются аналогичными, то есть имеют место формулы

(35)

Для нижнего слоя

(36)

После определения матриц податливости всех
слоев, начиная с нижнего, можем определить эле"
менты недостающих последовательностей перво"
го слоя, и задача оказывается решенной.

Примеры численного моделирования. Рассмотрено
основание, состоящее из трех слоев одинаковой тол"
щины h = 1 с ω

1
 = ω

2
 = ω

3
 = 0,65. На верхней границе

поддерживается температура, которая описывается
функцией 1 + cosx + sinx + cos2x + sin2x. Верхняя гра"
ница основания свободна от нагрузок. Все графики,
для удобства, строятся на двух периодах. Номер гра"
фика означает, что он относится к верхней границе
слоя с этим номером. Таким образом цифра 4 означа"
ет, что мы рассматриваем границу полуплоскости.

Будем рассматривать четыре типа оснований,
характеристики слоев которых приведены в следу"
ющей таблице.

На рисунке 2 приведены распределения темпе"
ратур на границах слоев для основания I, а на рисун"
ке 3 напряжения σ

z
 для этого же основания. На ри"

сунке 4 и рисунке 5 приведены аналогичные графи"
ки для основания II. Поскольку распределение тем"
ператур не зависит от коэффициентов теплового рас"
ширения и модуля сдвига, то для оснований типа III
и IV оно совпадает с распределением для основания I.

Таблица — Характеристики слоев

Рисунок 2 — Температура в основании І

Рисунок 3 — Напряжения в основании I
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На рисунке 6 и рисунке 7 приведены графики напря"
жений σ

z
 для оснований типа III и IV.

Рисунок 2 и рисунок 3 соответствуют, по сути,
однородному слою толщины 3, на нижней грани"
це которого поддерживается нулевая температура,
сцепленного с абсолютно жесткой полуплоскос"
тью. При приближении к нижнему слою наблюда"
ется выравнивание температур в горизонтальных
сечениях, причем максимумы уменьшаются про"
порционально расстоянию до нижней границы.
Поскольку к верхней границе не приложены уси"
лия, то нормальные напряжения, вызванные нео"
днородностью температурного поля, наоборот, воз"
растают с глубиной горизонтального сечения.

Как видим из рисунка 4, если слой характе"
ризуется большим коэффициентом теплопровод"

ности, то на его нижней и верхней границах тем"
пературы в соответствующих точках мало отли"
чаются. В этом случае и напряжения σ

z
 на ниж"

них границах всех слоев мало отличаются друг от
друга (см. рисунок 5). Наибольшие нормальные
напряжения между слоями возникают для осно"
ваний, у которых модуль сдвига среднего слоя су"
щественно превышает модуль сдвига крайних
слоев (см. рисунок 6). Для оснований, у которых
модуль теплового расширения среднего слоя пре"
восходит аналогичные модули для внешних сло"
ев, напряжения σ

z 
в верхнем слое сравнительно

малы (см. рисунок 7).
Приведенные результаты позволяют оценить

влияние изменения характеристик среднего слоя
на перераспределение теплового поля и поля на"
пряжений в трехслойном основании.

Рисунок 4 — Температура в основании ІI

Рисунок 5 — Напряжения в основании II Рисунок 7 — Напряжения в основании IV

Рисунок 6 — Напряжения в основании IIІ
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Вывод. Предложенный метод позволяет получить
в виде тригонометрических рядов решение двумер"
ной стационарной задачи термоупругости с перио"
дическими граничными условиями для многослой"
ного основания. Для случая, когда граничные условия
представляются тригонометрическими многочлена"
ми, получается точное аналитическое решение. Ре"
зультат проведенных численных экспериментов для
трехслойного основания согласуется с физическим
смыслом и демонстрирует эффективность предло"
женных численных процедур.
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