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НЕУСТАНОВИВШАЯСЯ ПОЛЗУЧЕСТЬ СЛОИСТЫХ СТЕРЖНЕЙ 
НЕРЕГУЛЯРНОЙ СТРУКТУРЫ ИЗ НЕЛИНЕЙНО-НАСЛЕДСТВЕННЫХ 
МАТЕРИАЛОВ 

Рассмотрена неустановившаяся ползучесть однородных и металлокомпозитных стержней (балок) не
регулярной слоистой структуры. Балки состоят из тонких стенок и прикрепленных к ним сверху и сни
зу полок (несущих слоев). Стенки и несущие слои изготовлены из однородных изотропных материалов. 
Механическое поведение этих материалов описывается нелинейнонаследственной теорией ползучести 
Ю.Н. Работнова. На базе гипотез теории Тимошенко с привлечением идеи метода шагов по времени 
сформулирована задача неупругого изгибного деформирования таких стержней с учетом ослабленного 
сопротивления их стенок поперечному сдвигу. Показано, что в дискретные моменты времени механи
ческое поведение указанных материалов слоев формально подчиняется определяющим соотношениям 
нелинейноупругого изотропного тела с начальным напряженным состоянием, которое известно. Для 
линеаризации поставленной задачи в каждый дискретный момент времени использован метод секущего 
модуля. Исследованы особенности изгибного поведения трех и пятислойных однородных и металлоком
позитных стержней при кратковременном и длительном их нагружении. Для простоты рассмотрены 
лишь статически определимые двухопорные и консольные балки, находящиеся под действием равномерно 
распределенной поперечной нагрузки класса Хевисайда. Установлено, что использование классической 
теории расчета таких балок приводит к предсказанию неоправданно заниженной их податливости, 
особенно в условиях ползучести. Показано, что в балках с усиленными несущими слоями ползучесть в ос
новном развивается за счет деформаций поперечных сдвигов, которые активно накапливаются в стен
ках таких конструкций. 

Ключевые слова: неустановившаяся ползучесть, слоистые балки, нелинейная наследственность, 
неупругое деформирование, теория Тимошенко 

Введение. Стержневые элементы составляют а в качестве подкрепляющих элементов — в [1, 10 
основу силового набора многих современных ин и др.]. Теория же расчета композитных балок, 
женерных изделий (например, тонкостенных кон рам и т. п. (в частности, нерегулярной слоистой 
струкций [1 и др.]), поэтому актуальной является структуры), работающих в условиях длительного 
проблема адекватного расчета механического по нагружения, находится в состоянии становления 
ведения такого силового каркаса и его отдельных [7, 11, 12]. Так, в [7, 12 и др.] исследовалась неуста
элементов: балок и стержней. В настоящее время новившаяся ползучесть слоистых композитных 
особый интерес вызывает создание гибридных балок и рам. Разрешающие уравнения и соотно
композитных элементов конструкций, которые шения в этих работах получены на базе классичес
получаются на базе комбинирования материалов кой теории, как и в [8]. Однако уже из курса «Со
с принципиально разными механическими харак противление материалов» [13] известно, что даже 
теристиками [2–6]. К ним, в частности, относятся в однородной, но рационально спроектированной 
балочностержневые элементы слоистой нерегу балке несущие слои должны быть разнесены и со
лярной структуры [7 и др.]. единены одной или несколькими тонкими стен

Известно, что все конструкционные материа ками. Неучет деформации поперечного сдвига 
лы в той или иной степени ползут [8, 9 и др.], поэ в стенках (как это имеет место в рамках классичес
тому для правильной оценки состояния конструк кой теории) может привести к значительному за
ции необходимо учитывать реономные свойства нижению расчетной податливости конструкции 
ее материалов. Изучение особенностей деформи и предсказанию совершенно иного «механизма» 
рования в условиях ползучести балок и стержней, ее деформирования, что продемонстрировано 
изготовленных из однородных конструкционных в [14] на примерах металлокомпозитных балок, ра
материалов, проводилось, например, в [8, 9 и др.], ботающих в условиях установившейся ползучести. 
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Рисунок 1 — Слоистые балки нерегулярной структуры: 

а — шарнирно опертая; б — консольная 

В связи с этим настоящая работа посвящена 
построению неклассической теории деформиро
вания слоистых балок нерегулярной структуры, 
механическое поведение материалов слоев ко
торых подчиняется нелинейнонаследственной 
теории ползучести Ю.Н. Работнова [8, 9 и др.], 
а также проведению сравнительного анализа ре
зультатов расчетов, выполненных на базе класси
ческой и неклассической теорий. 

Постановка задачи. Исследуется механическое 
поведение прямолинейной слоистой балки посто
янного поперечного сечения длиной L, с которой 
связана прямоугольная декартова система коор
динат x

i 
так, что ось x

1 
направлена вдоль балки, 

а x
2 

— по ее высоте (рисунок 1). В направлении x
2 

балка имеет нерегулярную слоистую структуру; 
слои изготовлены из однородных изотропных ма
териалов. Поперечное сечение балки симметрич
но относительно оси x

2 
(рисунок 2). Слои контак

тируют без отрыва и проскальзывания. 
Как уже отмечалось, для получения рацио

нально спроектированной балки несущие слои 
целесообразно разнести и соединить тонкой стен
кой, которую условно обозначим как слой с номе
ром m = 0. Полки (несущие слои), расположенные 
над стенкой, пронумеруем снизу вверх от 1 до M(+) 

(1 ≤ m ≤ M(+)), а несущие слои под стенкой прону
меруем сверху вниз от –1 до –M(–) (–M(–) ≤ m ≤ –1, 

а  б  в 
Рисунок 2 — Поперечные сечения слоистой балки: 

а — произвольной пятислойной структуры; б — двутавровой 
однородной; в — двутавровой с усиливающими накладками 

M(–) > 0). На рисунках 2 а и 2 в изображены попе
речные сечения слоистых балок в случае M(±) = 2 
(пятислойные стержни), а на рисунке 2 б — слу
чай M(±) = 1 (трехслойная балка). Такие слоистые 
стержни находят наиболее частое применение 
в инженерной практике проектирования каркас
ных систем [7]. 

Систему координат x
i 
свяжем со стержнем так, 

чтобы плоскость x
1
x

3
 (x

2 
= 0) совпадала со средин

ным слоем стенки (см. рисунок 2 а). 
Для простоты изложения ограничимся слу

чаем, когда поперечные сечения каждого слоя 
являются прямоугольниками с размерами b

m
, h

m
, 

–M(–) ≤ m ≤ M(+)(см. рисунок 2), где b
m
, h

m 
— шири

на и толщина mго слоя (m ≠ 0); h
0

= 2h — высота 
стенки, b

0 
— ее толщина. (Описание более слож

ной геометрии поперечного сечения слоистого 
стержня дано в [7]. В рамках настоящего исследо
вания принятое упрощение геометрии поперечно
го сечения не принципиально.) Предполагается: 
толщина полок намного меньше высоты стенки, 
а ширина полок (несущих слоев) существенно 
больше толщины стенки (h

m 
<< h

0
, b

0 
<< b

m
); ши

рина полок не слишком велика и сравнима с вы
сотой стенки (b

m 
≈ h

0
= 2h, –M(–) ≤ m ≤ M(+), m ≠ 0). 

Таким образом, балка не относится к классу тон
костенных стержней [15]. Указанные геометри
ческие ограничения справедливы, например, для 
двутавровых прокатных профилей [13]. 

Задача рассматривается в геометрически ли
нейной постановке, т. е. прогибы и деформации 
малы. Решение задачи не зависит от координаты 
x

3
, т. е. кручение и изгиб балки в плоскости x

1
x

3 

не изучаются. (В случае достаточно широких не
сущих слоев (b

m 
>> h

0
, m ≠ 0) возникает необходи

мость учета изменяемости их деформированного 
состояния по переменной x

3 
[15], поэтому резуль

таты настоящей работы не могут быть перенесены 
без соответствующей корректировки на тонко
стенные стержни с широкими полками). 

Ослабленное сопротивление стенки (m = 0) 
рассматриваемой слоистой балки поперечному 
сдвигу в плоскости изгиба x x будем учитывать на 

1 2 

основе теории Тимошенко [16], т. е. для переме
щений точек стержня используем следующие ап
проксимации: 

(1) 

где — прогиб; — продольное перемещение 
точек срединного слоя стенки (x

2 
= 0); q — угол 

поворота поперечного сечения стержня вокруг 
оси x

3
; t — время. 

На основании (1) и дифференциальных соот
ношений Коши [8] получим выражения для де
формаций [16]: 

(2) 
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(3) 

где ∂  — оператор дифференцирования по пере
i

менной x
i
. Выразим функцию q из последнего ра

венства (3) и исключим ее из соотношений (1), (2), 
тогда будем иметь: 

(4) 

(5) 

Согласно рисунку 2 и соотношениям (3), (5), 
в стенке (m = 0) реализуется обобщенное плоское 
напряженное состояние, на основании принятых 
допущений о размерах поперечных сечений сло
ев (h

m
, b

m
) с приемлемой для инженерных прило

жений точностью можно считать, что в полках 
реализуется одноосное напряженное состояние. 
Предполагается, что механическое поведение 
материалов слоев описывается определяющими 
соотношениями нелинейнонаследственной те
ории ползучести Ю.Н. Работнова [8, 9], которые 
с учетом статической гипотезы теории Тимошенко 
( ) имеют следующий вид [17]: 

(6) 

где 

;

(7) 
; ;

,  — компоненты тензоров напряжений 
и деформаций в mм слое;  — заданная 
функция, являющаяся при умножении на 3/

2
 ко

эффициентом пропорциональности между ин
тенсивностями напряжений  и деформаций 

 в материале mго слоя; E(m), n(m) — модуль Юнга 
и коэффициент Пуассона материала mго слоя; 

 — известные разностные ядра ползуче
сти для компонент тензорадевиатора напряжений 
в mм слое (см. (1) в [17]); d

0m
 — символ Кронекера. 

Соотношения (6), (7) получены с учетом того, 
что в каждом слое , , и в тра
диционном предположении о том, что связь между 
шаровыми тензорами напряжений и деформаций 
является линейноупругой [8, 9]. Равенства (6), (7) 
существенно упрощаются, если сжимаемость мате
риалов не учитывается (т. е. при , ). 

Определяющие соотношения (6) удовлетво
рительно описывают нелинейнонаследственное 
поведение слоев не только из полимерных ма
териалов [8, 9, 18], но и упругопластическую на
следственность некоторых металлов на стадии их 
активного нагружения [8, 19, 20]. Ядра ползучести 
в (6) предполагаются слабосингулярными, т. е. 
имеют вид [8, 9, 20]: 

(8) 

где  — регулярные функции (возможно, по
стоянные). 

Для моделирования нелинейнонаследствен
ного поведения слоистых балок нерегулярной 
структуры используем метод шагов по времени 
[1, 8, 10 и др.], т. е. решение рассматриваемой за
дачи будем разыскивать в дискретные моменты 
времени, причем предполагается, что в моменты 
времени t

k
 (k = 0, 1, 2, …, n) решение уже известно, 

т. е. известны значения величин 

(9) 

Используя равенства (6)–(8), подстроим опре
деляющие соотношения для mго слоя в следую
щий момент времени , где D

n+1
 — шаг 

по времени (возможно, переменный). 
Аппроксимируем в (6) с учетом (8), (9) функ

ции  на интервале  по 
линейному закону [21], тогда после несложных 
вычислений в момент времени t получим: 

n+1

(10) 

где 

(11)
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Таким образом, равенства (10) в рассматрива
емый момент времени t  можно трактовать как 

n+1

определяющие соотношения для материала mго 
слоя балки, механическое поведение которого 
формально подчиняется зависимостям нелиней
ноупругого изотропного тела с начальным на
пряженным состоянием, которое характеризуется  
 
величинами , . 

Линеаризуем соотношения (10), предполагая, 
что левые части равенств (6) с учетом (7) удовлет
воряют достаточным условиям сходимости метода 
секущего модуля (см. с. 199 в [22]), т. е. предпола
гаем, что в момент времени t

n+1
 в равенствах (11) 

в каждой точке каждого слоя балки известны ве 
 
личины  (см. (7)) из решения рассматриваемой 
задачи на предыдущей итерации. 

На основании линеаризованных равенств (10) 
с учетом соотношений (3), (5), (11) в момент вре
мени t  на текущей итерации метода секущего 

n+1

модуля можем вычислить соответствующие при
ближения для всех внутренних силовых факторов 
в балке: 

(12) 

где 

(13) 

+

+

где  — ордината центра тяжести поперечного 
сечения mго слоя; S — общая площадь попереч
ного сечения стержня; S

m
 — площадь поперечного 

сечения mго слоя стержня (в настоящей рабо
те S

m
= b

m
h

m
); F

11
, F

12
— продольная и поперечная 

силы соответственно; M
11

 — изгибающий момент. 

При вычислении коэффициентов , ,   
 
и функций , ,  (которые можно рассматри
вать как начальные силовые факторы в балке) ин
тегралы по поперечным сечениям полок (m ≠ 0) 
определялись приближенно по правилу средней 
точки, т. е. в пределах mго слоя приближенно  
 
принималось, что , 
l = 0, 1, 2, H

m1
≤ x

2
 < H

m
, m ≠ 0 (где H

m
 — ордината 

границы между mм и (m + 1)м слоями). 
При квазистатическом нагружении балки си

ловые факторы должны удовлетворять уравнени
ям равновесия [13, 16]: 

(14) 

где p
1
, q — распределенные продольная и попереч

ная приведенные нагрузки (положительное на
правление для q выбрано так, как изображено на 
рисунке 1); m

1
 — распределенный внешний изги

бающий момент. 
Для однозначного интегрирования рассма

триваемой задачи необходимо использовать соот
ветствующие граничные условия. Например, если 
в сечении  задана неподвижная шарнирная 
опора (см. левую опору на рисунке 1 а), то 

(15) 

При задании подвижной шарнирной опоры (см. 
правую опору на рисунке 1 а) имеем: 

(16) 

Если в сечении  задана жесткая заделка 
(см. левый конец балки на рисунке 1 б), то, соглас
но (1) и (4), 

(17) 

В случае свободного конца балки (см. правое 
сечение балки на рисунке 1 б) имеем: 

(18) 

(Возможно задание и других, более сложных, ти
пов граничных условий [16]). 
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В настоящем исследовании ограничимся 
рассмотрением механического поведения толь
ко статически определимых балок (хотя это и не 
принципиально). В этом случае левые части в ра
венствах (12) — заранее известные функции пе
ременной x

1
. В частности, для равномерно нагру

женной в поперечном направлении (p
1 

= 0, m
1

= 0) 
двухопорной балки (см. рисунок 1 а) на основа
нии (14)–(16) силовые факторы в дискретные мо
менты времени определяются так [13]: 

(19)

при равномерном же нагружении консольной бал
ки (см. рисунок 1 б) из (14), (18) при p

1 
= 0, m

1
= 0 

имеем: 

(20)

Согласно (13) равенства (12) с учетом (19), (20) 
в момент времени t на текущей sй итерации ме

n+1 

тода секущего модуля представляют собой замкну
тую систему разрешающих линейных дифференци
альных уравнений относительно sх приближений 

неизвестных функций , , . Соот
ветствующий итерационный процесс реализуется 
следующим образом. Предположим, что на преды
дущей rй итерации (r = s – 1) известны функции 

, , и , тогда, согласно формулам (3), (5), 
(7), известны rые приближения интенсивностей 

деформаций во всех точках балки. Далее, на 
основании (13) можем определить rые приближе

ния коэффициентов , , , и функций 

, . (Функция от номера итера
ции не зависит.) Решение линейной системы (12) 
на текущей sй итерации получается следующим 
образом: из третьего равенства (12) с учетом (19) 
или (20) имеем: 

(21) 

после чего при известном sм приближении функ

ции из первых двух равенств (12) как из си
стемы линейных алгебраических уравнений опре

деляем sые приближения производных , 
(0 ≤ x

1 
≤ L). Интегрируя эти функции требуемое 

число раз с учетом соответствующих кинематиче
ских граничных условий (15)–(17), получим sые 

приближения разыскиваемых функций , . 

Аналогично строится решение на следующей 
(s + 1)й итерации и т. д., пока метод переменных 
параметров упругости не сойдется с требуемой 
точностью. 

При исследовании поведения двухопорной 
балки (см. рисунок 1 а) необходимо использовать 
кинематические граничные условия, приведенные 
в (15), (16), а при изучении консольной балки (см. 
рисунок 1 б) — граничные условия (17), где значе

ние деформации определено из (21) при x
1 

= 0. 
Если в момент времени t итерационный 

n+1 

процесс метода секущего модуля сошелся с требу
емой точностью, т. е. в каждой точке балки извест

ны деформации и, согласно (10), напряжения

 (i = 1, 2, –M(–) ≤ m ≤ M(+)), то все величины, 
указанные в (9), становятся известными в каждой 
точке слоистой балки в этот момент времени. По
вторяя проведенные выше рассуждения, можем 
получить решение рассматриваемой задачи для 
следующего момента времени t и т. д. Предпола

n+2 

гаем, что до начального момента времени t = t
0

= 0 
балка находилась в естественном состоянии, т. е. 

, при t ≤ t
0 

(что соответствует нижним 
пределам интегралов в правых частях соотноше
ний (6)). Следовательно, при k = 0 все величины 
в (9) равны нулю, а значит, по описанной выше 
схеме в дискретные моменты времени можно 
последовательно получить решение рассматри
ваемой задачи о неустановившейся ползучести 
слоистой балки нерегулярной структуры, изготов
ленной из материалов, механическое поведение 
которых подчиняется нелинейнонаследственной 
теории ползучести Ю.Н. Работнова. 

Обсуждение результатов расчетов. В качестве 
конкретных примеров исследуем особенности ме
ханического поведения в условиях ползучести трех
и пятислойных однородных и металлокомпозитных 
балок, изображенных на рисунке 1 и имеющих дли
ну L = 2 м. Слои балок изготовлены из алюмини
евого сплава Д16Т или стали марки 11Н8М18К14Т. 
Внешняя поперечная нагрузка q условно прикла
дывается в виде функции класса Хевисайда: 

(22) 

другие нагрузки отсутствуют (p
1 

= 0, m
1 

= 0); тем
пература балок Q = 200 °C. 

Так как указанная температура существенно 
ниже половины температуры плавления стали 
марки 11Н8М18К14Т, то ее ползучестью можно 
пренебречь [23]. При этом механическое поведе
ние стальных слоев предполагается линейноуп
ругим с характеристиками [24] (см. (6), (7)): 

(23)
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где — условный предел текучести стали 
11Н8М18К14Т. 

Для алюминиевого сплава Д16Т нелинейнона
следственное поведение при Q = 200 °C задается 
следующими соотношениями [20] (см. (6)–(8)): 

(24)

Податливость рассматриваемых балок будем 
оценивать величиной 

(25) 

а для сравнения расчетных значений податливос
ти балок, полученных на основе классической 
и неклассической теорий, используем величину 

(26) 

где — значение величины , определенное 
в момент времени t по теории Тимошенко; — 
значение , вычисленное по классической те
ории Бернулли (решение по этой теории полу
чается, если в соотношениях (3)–(5), (12), (17) 
принять ). 

В случае двухопорной балки (см. рисунок 1 а) 
согласно (25) , а для консольной 
балки (см. рисунок 1 б) . 

Поперечные сечения исследуемых трехслой
ных (M(±) = 1) алюминиевых балок (см. рису
нок 2 б) определяются следующими размерами: 

(27) 

которые соответствуют характерным размерам по
перечного сечения двутаврового прокатного про
филя № 20 [13]. 

Пятислойные же (M(±) = 2) металлокомпо
зитные конструкции представляют собой дву
тавровые алюминиевые балки прежних размеров 
(см. (27)), к полкам которых сверху и снизу при
креплены стальные слои следующих поперечных 
размеров (поперечное сечение таких конструкций 
изображено на рисунке 2 в): 

(28) 

т. е. толщина стальных накладок равна толщине 
полок базовой трехслойной алюминиевой балки, 
а ширина стальных полок варьируется, что позво
ляет изучить эффект усиления металлокомпозит
ных балок. Для удобства дальнейшего изложения 
введем в рассмотрение безразмерную величину 

(29) 

которая согласно (27), (28) определяет отноше
ние площадей поперечных сечений усиливаю

Рисунок 3 — Зависимости прогибов концевых сечений 
однородных и металлокомпозитных консольных балок 

от времени, рассчитанные по разным теориям 

щих стальных слоев (накладок) к аналогичным 
величинам полок алюминиевой базовой двутав
ровой балки. 

На рисунке 3 приведены зависимости , рас
считанные для консольных балок (см. рисунок 1 б) 
при нагрузке q

0 
= 5 кН/м (см. (22)). Сплошные кри

вые на рисунке 3 (как и на рисунках 4, 5) рассчи
таны по теории Тимошенко, а штриховые линии, 
номера которых помечены штрихом, определены 
при тех же условиях, но по классической теории. 
Кривые 1 и 1’ на рисунке 3 характеризуют неуста
новившуюся ползучесть трехслойных однородных 
алюминиевых балок (b = 0; см. (29) и рисунок 2 б), 
а линии 2 и 2’ — пятислойных металлокомпозит
ных балок при b = 2 (см. рисунок 2 в). Сопоставле
ние кривых 1 и 1’ свидетельствует о том, что расчет 
ползучести трехслойных однородных алюминие
вых балок заданных размеров (см. (27)) вполне 
можно проводить в рамках классической теории 
Бернулли, так как величина ошибки этой теории 
по податливости (см. (26)) составляет: du

2 
= 4,9 % 

при t = 0 и du
2 

= 3,2 % при t = 104 ч, т. е. не превыша
ет традиционной инженерной 5 % точности. 

Однако сравнение кривых 2 и 2’ показывает, 
что в случае балок, усиленных стальными несу

Рисунок 4 — Зависимости максимальных по модулю прогибов 
металлокомпозитных консольных балок от параметра 

упрочнения несущих слоев 
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Рисунок 5 — Зависимости прогибов металлокомпозитной 
консольной балки от продольной координаты, рассчитанные 

по разным теориям для разных моментов времени 

щими слоями, расчет податливости металлоком
позитных конструкций по классической теории 
становится неприемлемым как при кратковремен
ном, так и при длительном нагружении: du

2
= 21 % 

при t = 0 и du = 53,8 % при t = 104 ч, т. е. с течени
2 

ем времени податливость, определенная по клас
сической теории, все более отличается от подат
ливости, рассчитанной по уточненной теории. 
Даже если принять традиционное допущение, 
что 20 % точность расчетов ползучести является 
вполне приемлемой [8], то согласно поведению 
кривых 2 и 2’ классическая теория вообще непри
емлема для расчета рассматриваемых металлоком
позитных пятислойных балок при b = 2 (см. (29)). 
Объясняется это тем, что при столь значительном 
усилении несущих слоев механическое поведение 
балки определяется в основном деформацией по
перечного сдвига алюминиевой стенки (m = 0), 
которую не учитывает классическая теория (под
робнее см. ниже). 

Аналогичные расчеты, проведенные для дву
хопорных балок (см. рисунок 1 а) при q

0 
= 40 кН/м 

(см. (22)), показали (соответствующие кривые на 
рисунке 3 не изображены): для однородных трех
слойных (b= 0) алюминиевых балок при t = 0 (крат
ковременное нагружение) величина du

2 
= 10,8 %, 

а при t = 104 ч (длительное нагружение) du
2 

= 9,9 %; 
для металлокомпозитных пятислойных балок при 
b = 2: в начальный момент времени t = 0 величина 
du

2 
= 42,9 %, а при t = 104 ч относительная ошиб

ка du
2 

= 77,6 %. (При этом прогибы по модулю 
оставались малыми и не превышали 1/

5 
высоты 

балки). Следовательно, в случае двухопорных ба
лок точность классической теории еще хуже, чем 
при расчетах консольных балок. При этом теория 
Бернулли уже не обеспечивает 5 % точности рас
четов по податливости не только при длительном, 
но и при кратковременном нагружении однород
ных трехслойных алюминиевых балок двутавро
вого поперечного сечения (см. (27)). 

Кривые 2 и 2’ на рисунке 3 лежат суще
ственно выше линий 1 и 1’, что свидетельствует 

о значительном эффекте усиления алюминие
вых балок при использовании достаточно ши
роких стальных внешних несущих слоев: при 
b = 2 согласно (29) ширина стальных накладок 
b

±2 
= 200 мм, т. е. равна высоте двутавровой бал

ки № 20 (см. [13]). В связи с этим целесообразно 
проследить за изменением величины (т. е. по
датливости) в зависимости от параметра b, т. е. 
согласно (29) — в зависимости от относительной 
ширины усиливающих стальных слоев. На рисун
ке 4 изображены эти зависимости, рассчитанные 
для консольных пятислойных металлокомпозит
ных балок (см. рисунок 1 б) при q

0 
= 5 кН/м. (Ка

чественно аналогичные зависимости получаются 
и для двухопорных металлокомпозитных балок 
(см. рисунок 1 а) при q

0 
= 40 кН/м. На рисунке 4 

они не изображены, чтобы не загромождать его). 
Кривые 1 и 1’ на рисунке 4 определены при t = 0 
(кратковременное нагружение), а линии 2 и 2’ — 
при t = 104 ч (длительное нагружение). 

Все кривые на рисунке 4 монотонно убывают, 
что свидетельствует об эффекте усиления рас
сматриваемых балок как при кратковременном, 
так и при длительном их нагружении. Однако из
меняемость кривых 2 и 2’ существенно больше, 
чем кривых 1 и 1’, т. е. эффект усиления в зна
чительно большей степени сказывается при ра
боте балки в условиях длительного нагружения. 
С увеличением параметра b (см. (29)) все кривые 
на рисунке 4 выполаживаются, т. е. с увеличени
ем b эффект усиления балок ослабевает. Так, при 
характеристиках материалов (23), (24), соглас
но поведению кривой 2, при t =  104 ч податли
вость консольной балки (см. (25)) уменьшается 
в 5,1 раза при увеличении b от нуля до значения 
0,4 и всего в 2,5 раза при увеличении b от 0,4 
до 2,0 (при этом объем усиливающих стальных 
слоев согласно (29) увеличивается в 5 раз). Сле
довательно, в этом случае целесообразно ставить 
вопрос о рациональном сочетании надежной ра
боты металлокомпозитной балки (например, по 
критерию ее податливости) с экономичностью 
расхода материала в ней. 

Согласно поведению кривых 1 и 1’ на рисун
ке 4, разность ординат их точек ( ) практи
чески не зависит от параметра b. Однако в силу 
того, что эти линии монотонно убывают, отно
сительная ошибка (26) с увеличением параметра 
b монотонно возрастает. Аналогично поведение 
кривых 2 и 2’ свидетельствует о том, что и при 
t = 104 ч с увеличением b возрастает ошибка (26) 
расчета податливости слоистой конструкции при 
использовании классической теории, которая 
(ошибка) при b = 2 превышает 50 % (а для двух
опорных балок — 75 %). 

Чтобы объяснить причину, почему с увеличе
нием b при длительном нагружении металлоком
позитных балок точность расчетов по классичес
кой теории резко ухудшается, рассмотрим эпюры 
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прогибов таких балок, рассчитанные в раз
ные моменты времени t. 

Так, на рисунке 5 приведены зависимости 
( ), определенные для консольной 

металлокомпозитной балки при параметре b = 2 
в начальный момент времени (кривые 1 и 1’) и при 
t = 104 ч (линии 2 и 2’). 

Кривые 1, 1’ и 2’ на рисунке 5 качественно 
подобны, причем линии 1’ и 2’ при x

1 
= 0 име

ют горизонтальные касательные, что является 
следствием отсутствия поперечных сдвиговых 
деформаций в рамках расчетов, выполненных по 
классической теории. Кривая же 2 на рисунке 5 
отличается от остальных линий не только коли
чественно, но и качественно: она имеет кривизну 
другого знака. Поведение кривой 2 в окрестности 
опорного сечения (x

1 
≈ 0) свидетельствует о том, 

что, согласно теории Тимошенко, в стенке метал
локомпозитной балки при ее длительном нагру
жении накапливаются значительные деформа
ции поперечного сдвига. Линия же 1 качественно 
подобна кривым 1’ и 2’, причем ее поведение 
в окрестности заделки (x

1 
≈ 0) показывает, что при 

кратковременном нагружении (t = 0) поперечные 
сдвиги в стенке такой балки незначительны, поэ
томуто, согласно поведению линий 1 и 1’, вели
чина (26) при t = 0 имеет относительно небольшое 
значение (du

2 
= 21 %). Согласно же поведению 

кривых 2 и 2’, при t =  104 ч величина (26) име
ет достаточно большое значение (du

2 
= 53,8 %). 

Последнее свидетельствует о том, что при дли
тельном нагружении рассматриваемой метал
локомпозитной балки ее прогибы развиваются 
в основном за счет накопления деформации по
перечного сдвига стенки. 

Заключение. Проведенный анализ решений 
изгибного деформирования балок, рассчитанных 
по классической и уточненной теориям, пока
зывает, что теория Бернулли при исследовании 
неустановившейся ползучести может приводить 
к совершенно неприемлемым результатам, зани
жая податливость металлокомпозитных слоистых 
балок нерегулярной структуры на десятки про
центов и даже в разы. Кроме того, классическая 
теория может оказаться непригодной даже в слу
чаях расчетов однородных металлических балок, 
имеющих двутавровое поперечное сечение уни
фицированного прокатного профиля. Для получе
ния же адекватных результатов расчетов механи
ческого поведения слоистых балок, работающих 
в условиях длительного нагружения, необходимо 
использовать неклассическую теорию Тимошен
ко, учитывающую ослабленное сопротивление 
тонких стенок таких балок поперечному сдвигу. 
На основании этого установлено, что при раци
ональном и оптимальном проектировании ме
таллокомпозитных балок нерегулярной слоистой 
структуры, работающих в условиях ползучести, 
целесообразно не только усиливать несущие слои 

(полки), как это традиционно принято считать [7], 
но и стенки этих балок. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 
140100102а). 
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UNSTEADY CREEP OF LAYERED RODS OF IRREGULAR STRUCTURE 
FROM NONLINEAR-HEREDITARY MATERIALS 

The unsteady creep of homogeneous and metalcomposite beams with irregular layered structure is considered. 
Beams consist of thin walls and shelves attached to them at top and bottom (bearing layers). The walls and bearing 
layers made of homogeneous isotropic materials. The mechanical behavior of these materials is described by 
a nonlinear hereditary theory of creep (Yu. Rabotnov). On the basis of the hypotheses of the Timoshenko theory with 
involvement of the ideas of method of steps in time the problem is formulated for the inelastic flexural deformation of 
such beams with account of their weakened resistance of their walls to the transverse shear. It is shown that in discrete 
moments of time the mechanical behavior of these materials layers obeys formally the defining relations of nonlinear
elastic isotropic body with an initial stress state that is known. The secant modulus method is used for linearization of 
the task at each discrete time moment. Characteristics of the flexural behavior of three and fivelayer homogeneous 
and metalcomposite beams under shortand longterm loading are studied. Statically determinate doubleseat 
and cantilever beams are considered under the action of uniformly distributed transverse load of Heaviside type. 
It is found that the use of the classical theory of calculation of such beams leads to the prediction of unreasonably 
understated their flexibility, especially under creep conditions. In beams with reinforced bearing layers it is shown 
that the creep mainly develops due to the shear strain which actively accumulates in the walls of such structures. 

Keywords: unsteady creep, laminated beams, nonlinear strain, inelastic deformation, Timoshenko theory 

8. Rabotnov Yu.N. Polzuchest’ elementov konstruktsiy [Creep of 
References structural elements]. Moscow, Nauka Publ., 1966. 752 p. 
1. Karpov V.V. Prochnost’ i ustoichivost’ podkrepljennykh obolochek 9. Rabotnov Yu.N. Elementy nasledstvennoy mekhaniki tverdykh 

vrashchenia. V 2 ch. Ch. 1. Modeli i algoritmy issledovania tel [Elements of hereditary mechanics of solids]. Moscow, 
prochnosti i ustoichivosti podkrepljennykh obolochek vrashchenia Fizmatgiz, 1977. 384 p. 
[Strength and stability of the supported shells of rotation. In 10. Karpov V.V. Prochnost’ i ustoichivost’ podkrepljennykh obolochek 
2 parts. A part 1. Models and algorithms of research of strong vrashchenia. V 2 ch. Ch. 2. Vychislitel’nyj eksperiment pri stati
and stability of the supported shells of rotation]. Moscow, cheskom mekhanicheskom vozdejstvii [Strength and stability of 
Fizmatlit, 2010. 288 p. the supported shells of rotation. In 2 parts. A part 2. Computing 

2. Casanova P., Rossi P. Analysis of metallic fibrereinforced experiment at static mechanical load]. Moscow, Fizmatlit, 
concrete beams submitted to bending. Matér. Construct., 1966, 2011. 248 p. 
vol. 29, pp. 354–361. 11. Chami G.A., Theriault M., Neale K.W. Creep behaviour of 

3. Purkiss J.A., Blagojević P. Comparison between the short and CFRPstrengthened reinforced concrete beams. Construction 
long term behaviour of fibre reinforced and unreinforced beams. and Building Materials, 2009, vol. 23, no 4, pp. 1640–1652. 
Composite Struct., 1993, vol. 25, pp. 45–49. 12. Mishchenko A.V., Nemirovskiy Yu.V. Polsuchest’ odnorod

4. Arduini M., Di Tommaso A., Nanni A. Brittle failure in FRP nykh i sloistych ram na osnove trekhkomponentnoy modely 
plate and sheet bonded beams. ACI Structural J., 1997, vol. 94, [Creep of homogenious and layered frames based on three
no 4, pp. 363–370. multiplier model]. Izvestiya vuzov. Stroitel’stvo [News of higher 

5. Chen J.F., Teng J.G. Shear capacity of FRP strengthened RC educational institutions. Construction], 2009, no 5, pp. 16–24. 
beams: FRC debonding. Construction and Building Materials, 13. Feodosev V.I. Soprotivlenie materialov: uchebnik dlja vtuzov 
2003, vol. 17, no 1, pp. 27–41. [Resistance of materials: the textbook for technical colleges]. 

6. Jumaat M.Z., Alam M.A. Problems associated with plate Moscow, Nauka Publ., 1986. 512 p. 
bonding methods of strengthening reinforced concrete beams. J. of 14. Yankovskii A.P. Issledovanie ustanovivshejsia polzuchesti 
Appl. Sci. Res., 2006, vol. 2, no 10, pp. 703–708. sloistykh metallokompozitnykh balok s uchetom oslablennogo 

7. Nemirovskiy Yu.V., Mishchenko A.V., Vokhmianin I.T. coprotivlenia poperechnomu sdvigu [Research of steady 
Racional’noe i optimal’noe proektirovanie sloistykh sterzhnevykh creep of layered metalcomposite beams with account of their 
sistem [Rational and optimum designing of layered rod weakened resistance to the transverse shear]. Teoreticheskaja 
systems]. Novosibirsk, NSUCE Publ., 2004. 488 p. i prikladnaja mekhanika: mezhdunarodnyj nauchnotekhnicheskij 

95 



ISSN 1995-0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2016. № 3 (36)

sbornik [Theoretical and applied mechanics: the international 19. Turner F.H. A study of the applicability of of Rabotnov’s creep 
scientific and technical collection], 2016, vol. 31, pp. 168–175. parameter for aluminium alloy. JAS, 1956, vol. 23, no. 12. 

15. Yuzikov V.P., Panasenko N.N. Stroitel’naja mekhanika 20. Nikitemko A.F. Polzuchest’ i dlitel’naya prochnost’ metalliches
tonkostennykh sterzhnej [Building mechanics of thinwalled kikh materialov [Creep and creep rupture strength metallic 
rods]. Volgograd, Volgograd scientific Publ., 2013. 361 p. materials]. Novosibirsk, NSUCE Publ., 1997. 278 p. 

16. Perelmuter A.V., Slivker V.I. Ustoichivost’ ravnovesia konstruk 21. Bakhvalov N.S. Chislennye metody (analiz, algebra, 
cij i rodstvennye problemy. Tom 1 [Stability of balance of designs obyknovennye differencial’nye uravnenia) [Numerical methods 
and related problems. That 1], Moscow, SKAD SOFT Publ., (the analysis, algebra, the ordinary differential equations)]. 
2007. 670 p. Moscow, Nauka Publ., 1973. 631 p. 

17. Yankovskiy A.P. Analiz polzuchesti armirovannykh balok 22. Ilyushin A.A. Trudy. Tom 3. Teoriya termovyazkouprugosti 
stenok iz nelinejnonasledstvennykh materialov v ramkakh [Works. Vol. 3. The theory of thermoviscoelastic]. Moscow, 
vtorogo varianta teorii Timoshenko [Analysis of creep of rein Fizmatlit, 2007. 288 p. 
forced beamswall from nonlinearhereditary materials within 23. Khazhinskiy G.M. Modeli deformirovaniya i razrusheniya me
of the second variant of Tymoshenko theory]. Mekhanika kom tallov [Model of deformation and fracture of metals]. Moscow, 
pozicionnykh materialov i konstrukcij [Mechanics of composite Nauchny mir Publ., 2011. 231 p. 
materials and designs], 2014, vol. 20, no 3, pp. 469–489. 24. Karpinos D.M. Kompozitsionnye materialy. Spravochnik [Com

18. Goldhoff R.M. The application of Rabotnov’s creep parameter. posite materials. Reference Book]. Kiev, Naukova dumka 
Proc. ASTM, 1961, vol. 61. Publ., 1985. 592 p. 

96 


