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НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ВОЛНЫ В ТРЕХСОСТАВНОМ ВЯЗКОУПРУГОМ 
СТЕРЖНЕ 

В работе получены точные аналитические решения задач о продольном ударе по тонкому, кусочно
однородному линейно вязкоупругому стержню, состоящему из трех частей с конечными длина
ми h

1
(0 ≤ x ≤ l

1
), h

2 
(l

1 
≤ x ≤ l

2
) и полубесконечной длины (l

2 
≤ x < ∞), которые соединены с жесткими 

контактными условиями, причем механические свойства указанных частей описываются линейными 
интегральными соотношениями с одинаковыми, произвольными разностными ядрами. Задача решается 
с применением интегрального преобразования Лапласа, а обратные преобразования находятся с ис
пользованием обобщенной теоремы Эфроса, специально разработанных функций и таблиц обратных 
преобразований. Численным анализом получены новые механические эффекты. 
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Введение. Среди динамических задач меха
ники деформируемого твердого тела особенно 
сложными являются нестационарные задачи вяз
коупругости, которые имеют важные практиче
ские приложения во многих областях техники, где 
используются полимерные, композитные и дру
гие реологические материалы, подвергающиеся 
в процессе эксплуатации импульсивным воздей
ствиям. В начале изучения этих проблем для опи
сания поведения материалов применялись прос
тейшие модели Максвелла [1], Фойста [2] и их 
простые комбинации [3–9]. 

Во многих известных работах поставлена цель 
выяснить влияние свойств материала на реше
ние простых задач, предполагая затем качествен
но распространить полученные данные на более 
сложные задачи, в которых возможны упругие ре
шения [3, 5, 10, 11]. 

Применение уравнений состояния Больцмана– 
Вольтерра в нестационарных динамических задачах 
вязкоупругости привело к большим математиче
ским трудностям при решении этих задач. В связи 
с этим развивались численные методы [12–16], по
зволяющие определить в конечном счете значения 
некоторых функций вблизи переднего фронта вол
ны [17, 18] или при коротких и больших временах 
после удара [6, 10, 19], а также различные аппрокси
мации [20–23]. В таких постановках задач существу
ют также некоторые приближения, связанные с вы
бором ядер интегральных операторов [6, 12, 24, 25]. 

В работах [26–28] разработан новый анали
тический метод построения точного решения 
нестационарных краевых задач линейной вязко
упругости при произвольных разностных ядрах, 

охватывающий все имеющиеся в литературе под
ходы к решению соответствующих задач. 

Задачи о распространении нестационарных 
волн в вязкоупругих телах при произвольных на
следственных функциях относятся к актуальным 
задачам механики и математической физики, 
которые усложняются с учетом неоднородности 
материала. В работе [29] рассмотрена задача о рас
пространении волн напряжений в стрежне, со
стоящем из вязкоупругой части конечной длины, 
наследственные свойства которой характеризуют
ся ядром Роботнова, и полубесконечной упругой 
части, когда к концу стержня приложена импульс
ная синусоидальная нагрузка с учетом первой от
раженной от стыка волны. Аналогичная задача 
о распространении волн напряжений в кусоч
нооднородном вязкоупругом полубесконечном 
стержне, состоящем из двух частей, свойства ко
торых описываются линейными интегральными 
соотношениями с произвольными наследствен
ными ядрами, исследована в работе [30]. 

В данной работе эти вопросы исследуются для 
полубесконечного кусочнооднородного стрежня, 
состоящего из трех частей, причем наследственные 
свойства указанных частей описываются линей
ными интегральными соотношениями с одинако
выми произвольными разностными ядрами. Здесь 
найдено точное аналитическое решение постав
ленной задачи для любого числа отражений и лю
бого ядра ползучести K(t), придавая конкретный 
вид к которому можно получить частные решения, 
охватывающие известные в литературе результаты. 
Проведен численный анализ полученных решений 
и выявлены новые механические эффекты. 
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Решение задачи строится с помощью инте
грального преобразования Лапласа, а обратные 
преобразования находятся с использованием 
обобщенной теоремы умножения Эфроса [31], 
специально разработанных функций [28] и таблиц 
обратных преобразований. 

Постановка задачи. Выберем направление оси х 
вдоль оси стрежня, составленного из трех частей 
с конечными длинами h

1
 (0 ≤ x ≤ l

1
), h

2
 (l

1
≤ x ≤ l

2
) 

и полубесконечной длины (l
2
 ≤ x < ∞), которые 

соединины с жесткими контактными условиями, 
причем механические свойства указанных частей 
описываются линейными интегральными соот
ношениями с одинаковыми, произвольными раз
ностными ядрами. Величины, характеризующие 
эти части, обозначим соответственно индекса
ми 1, 2 и 3. Стержень считаем предварительно не 
нагруженным и находящимся в состоянии покоя, 
а в начальный момент времени к его концу мгно
венно прикладывается нагрузка (рисунок 1). 

Возникшее при этом волновое поле в стреж
не определяется из решения уравнения движения 
(суммирование по повторяющимся индексам не 
производится): 

(1) 

при следующих начальных и граничных условиях:

(2) 

(3) 

 (4) 

(5) 

(6) 

Здесь u
i
(x, t) — продольное смещение стержня; 

 — скорость распространения волны; 
s

i
(x, t) — напряжение; E

i
 — мгновенный модуль 

упругости; r
i
 — плотность соответствующей среды; 

K(t) — ядро ползучести; f(t) — заданная функция. 
Система (1)–(6) замыкается определяющим 

уравнением 

(7) 

Решение задачи. Применяя одностороннее пре
образование Лапласа по времени t к уравнениям 
(1), (7) и граничным условиям (3)–(6) с учетом на
чальных условий (2), получаем (чертой сверху обо
значаются изображения одноименных функций): 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

Решения уравнения (8) будут в виде: 

(14) 

Здесь A
i
, B

i
 (i = 1, 2, 3) — неизвестные коэф

фициенты. В силу граничного условия (13), B
3
 = 0. 

Подставив решение (14) в условия (10), (11) 
и (12), задача сводится к следующей системе алгеб
раических уравнений относительно постоянных 
интегрирования A

1
, A

2
, A

3
, B

1
, B

2
: 

(15)

Отсюда получаем:

(16)

Рисунок 1 — Схематическое изображение задачи о продольном 
ударе по трехсоставному полубесконечному стержню 
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где

Учитывая (16), выражения для функции сме
щений в интегральных преобразованиях Лапласа 
после некоторых упрощений будут иметь вид: 

(17) 

Здесь приняты следующие обозначения: 

Учитывая, что при Rep > 0 выполняются условия: 

то формулу для перемещения (17) можно записать 
в ви де равномерно и абсолютно сходящихся рядов: 

(18)

Для конкретности допустим f(t) = s
0
H(t), где 

s
0

— постоянная, H(t) — единичная функция Хе
висайда. 

Учитывая, что обратное преобразование функ 
 
ции , построенное  
 
в [28], имеет вид: 

(19) 

где K
m
(t) — итерированные ядра, 

и, имея ввиду равенства

с использованием интеграла Дюамеля [31], для де 
 
формаций   получим: 

(20)

Здесь Π
1
(t), Π

2
(t), Π

3
(t) — функции ползучести, 

а W
i
(x, t) (i = 1, 2, 3) — функция типа (19) для соот

ветствующей среды. 
Используя известное соотношение линейной  

 
вязкоупругости между деформацией  и на
пряжением W

i
(x, τ) 
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из соотношения (20) можно получить выражения 
для напряжений s

1
(x, t), s

2
(x, t) и s

3
(x, t): 

Проведем анализ полученных решений. На 
рисунке 2 построены графики при следующих 
исходных параметрах: l

1
= h

1 
= 1 м, h

2 
= 0,5 м, 

l
2
= h

1
+ h

2 
= 1,5 м, s

0 
= 103 Па, E

1
= E

2
= E

2 
= 63⋅108 Па, 

r
1 
= 1200 кг/м3, r

2
= r

3
= r

1
/2,25, µ

1 
= µ

2 
= µ

3 
= 109 Пз, 

K(t) = E
1
H(t)/µ1 (H(t) — единичная функция Хе

висайда). 
Отметим, что при расчетах для ядра Максвелла 

используется следующая форма функции (19) [28]: 

(22)

Из графика видно, что с увеличением вре
мени волны напряжений становятся стационар
ными и приближаются к значению s . Цифрами 

0 

у кривых указаны координаты наблюдаемых то
чек. Аналогичные графики (рисунок 3) с некото
рыми изменениями исходных параметров так, что 
l
1
= h

1
= 1 м, h

2 
= 0,5 м, l

2
= h

1
+ h

2 
= 1,5 м, s

0 
= 103 Па, 

E
1 
= 63 ⋅ 107 Па, E

2
= E

3 
= 0,2E

1
, r

1
= r

3
= r

1 
= 1200 кг/м3, 

µ
1 

= 108 Пз, µ
2 

= µ
3 

= 0,2µ
1
, K(t) = E

1
H(t)/µ

1 
позво

ляют сделать вывод, что при a
2

= a
3

> a
1 

волны на
пряжений быстрее становятся гладкими, чем при 
условии a = a < a .

2 3 1

Рисунок 2 — Зависимость напряжения от времени в различных 
сечениях стрежня при a

1 
< a

2 
= a

3
, где свойство всех частей 

стержня  описываются ядрами Максвелла; 
нагружение ступенчатое 

Рисунок 3 — Зависимость напряжения от времени в различных 
сечениях стрежня при a

1 
> a

2 
= a

3
, где свойство всех частей 

стержня  описываются ядрами Максвелла; 
нагружение ступенчатое 

На рисунке 4 построен график с теми же ис
ходными параметрами, что и на рисунке 3. Этот 
график иллюстрирует зависимость значения на
пряжений от координаты х при значениях времени 
t = 4l

1
/ a

1 
= 0,005520523 с. Такой выбор значения 

времени t связан с тем, чтобы было удобно про
извести анализ отражающих и проходящих волн 
в точках скрепления l

1
и l

2
. Из графика видно, что 

в точке x = l
1
 (l

1 
= 1 м) и x = l

2
 (l

2 
= 1,5 м) с высокой 

точностью обеспечиваются граничные условия (4) 
и (5). Фронт очередного слагаемого напряжения 
заканчивается в х = 1,4472135 м, за счет чего зна
чение напряжения при х > 1,4472135 м становится 
равным значению предыдущего слагаемого. 

Проведены численные исследования решения, 
когда свойства материала описываются слабосин
гулярным ядром Абеля K(t) = At−a, где A = const, 
0 < a <1. При расчетах использовано асимпто
тическое выражение функции (19), верное при 
(t −x/a) << 1 и x > 0, имеющее следующий вид [28]: 

(23)

где Г(a) — гаммафункция Эйлера, x > 0.

Рисунок 4 — Зависимость напряжения от координаты после 
отражения волны на конечном участке 

при t = 4l
1 
/ a

1 
= 0,005520523 для материала Максвелла; 

нагружение ступенчатое 
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Рисунок 5 — Зависимость напряжения от координаты 
и от модулей упругости для ядра ползучести Абеля 

На рисунке 5 построены графики для сле
дующих исходных данных: А =  103, a = 0,2, 
t = 0,005520523 с, E

1 
= 63⋅107 кг/м2, E

2
= E

3
= 2E

1
, 

r
1

= r
3

= r
1 

= 1200 кг/м3. 
Кривая, обозначенная цифрой 1, соответст

вует l
1 

= 0,5 м, l
2 

= 1,5 м, а цифрой 2 — l
1 

= 1 м, 
l
2 

= 1,5 м. Из графиков видно, что с изменением 
материала частей стрежня изменяется скорость 
сглаживания волн напряжения. Так, в данном слу
чае a

2
= a

3
> a

1 
(кривая 1, 2) и, вследствие этого, на 

участке l ≤ x < +∞ значение напряжения умень
1 

шается медленнее (в зависимости от координаты 
точек), чем на участке 0 ≤ x ≤ l1. 

График (кривая 3), построенный с теми же 
исходными параметрами, только с изменением 
E

2 
= 0,2E

1
, подтверждает вышеизложенное: так как 

в этом случае a > a = a и за счет этого происходит 
1 2 3 

обратный процесс, так что на участке l
1 
≤ x < +∞ ско

рость затухания становится больше, чем на 0 ≤ x ≤ l
1
. 

Отметим, что вконтактирующих точках получен
ный скачок (см. рисунок 5) объясняется тем, что при 
расчетах вместо W(x, t) использовано ее асимптоти
ческое разложение (23), которое верно при больших 
значениях координаты х. Поэтому с увеличением 
значения l

1 
скачки уменьшаются, т. е. погрешности 

в удовлетворении контактных условий при исполь
зовании формулы (23) уменьшаются, а в точке x = l

2 

скачок не отмечается, так как все физические пара
метры материала в частях l < x ≤ l  и l ≤ x < +∞ в чис

1 2 2 

ленных расчетах выбраны одинаково. 
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NON-STATIONARY WAVES IN THREE COMPONENT VISCOELASTIC BAR 

In the paper we obtain exact analytic solutions of a problem on longitudinal shock on a thin, piecewisehomogeneous 
linear viscoelastic bar consisting of three parts of finite length h

1
(0 ≤ x ≤ l

1
), h

2
(l

1 
≤ x ≤ l

2
) and a semiinfinite length 

(l
2 
≤ x < ∞), that are connected with rigid contact conditions, the mechanical properties of these parts are described 

by linear integral relations with the same, arbitrary difference kernels. The problem is solved by using the Laplace 
integral transform, while inverse transform are found by using the Efros generalized theorem, specially designed 
functions and tables of inverse transforms. New mechanical effects were obtained by numerical analysis. 

Keywords: longitudinal stock, nonstationary values, stress, piecewisehomogeneous bar, linear viscoelasticity, 
creeping kernel, integral transformation 
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