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Введение. Тонкостенные элементы конструк­
ций из композиционных материалов находят все 
более широкое применение в авиа-, судо- и ма­
шиностроении [1–6 и др.]. Повреждаемость этих 
элементов во многом определяет возможность 
дальнейшей эксплуатации содержащих их изде­
лий, поэтому проблема адекватного расчета ме­
ханического (в том числе и динамического [7]) 
поведения тонкостенных элементов является од­
ной из актуальных в механике деформируемого 
твердого тела. Тонкостенные конструкции типа 
пластин и оболочек, как правило, подкрепляются 
силовым набором, собранным из элементов ба­
лочно-стержневого типа [8], причем проведенные 
ранее исследования показывают, что рационально 
спроектированные тонкостенные элементы кон­
струкций должны иметь слоисто-волокнистую 
структуру [9–12 и др.].

При интенсивном нагружении, характерном 
для современных инженерных изделий, их ма­
териалы ведут себя неупруго, поэтому особую 
важность приобретает проблема моделирования 
упругопластического поведения тонкостенных 

элементов композитных конструкций, в том числе 
и балочно-стержневого типа. На данный момент 
времени эта проблема находится в стадии станов­
ления. Так, в [11–13 и др.] изучалось статическое 
и динамическое поведение неупругих армирован­
ных балок. Однако эти исследования проводились 
в рамках классической теории, не учитывающей 
поперечные сдвиги в конструкциях. В работе [14] 
показано, что в случае квазистатического нагру­
жения балок нерегулярной слоисто-волокнистой 
структуры в них необходимо учитывать попереч­
ные сдвиги в стенке. При этом результаты в [14] 
были получены на базе определяющих соотноше­
ний деформационной теории пластичности  [15]. 
Динамическое поведение слоистых балок, упру­
гопластическое деформирование слоев которых 
описывается соотношениями теории течения 
с изотропным упрочнением, исследовалось в [16, 
17 и др.], при этом учитывалось их ослабленное 
сопротивление поперечным сдвигам, в частности 
в тонких стенках таких балок.

Настоящее исследование посвящено модели­
рованию динамического изгиба композитных 
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балок нерегулярной слоисто-волокнистой струк­
туры с учетом их ослабленного сопротивления 
поперечным сдвигам, упругопластическое пове­
дение материалов компонентов композиции кото­
рых описывается соотношениями теории течения 
с изотропным упрочнением [15]. Для численного 
интегрирования задачи используется метод шагов 
по времени.

Постановка задачи и метод решения. Рассмо­
трим прямолинейную балку длиной L (рису­
нок  1), представляющую собой слоистый пакет 
нерегулярной структуры. Слои изготовлены из 
однородных изотропных или квазиоднородно ар­
мированных материалов и контактируют без про­
скальзывания и отрыва.

Согласно известным требованиям рацио­
нального проектирования балок [12, 14, 18, 19 
и др.], исследуемая конструкция состоит из двух 
силовых поясов (несущих слоев — полок), сое­
диненных стенкой, которую условно будем на­
зывать слоем с номером m = 0. Полки, распо­
ложенные над стенкой (верхний силовой пояс), 
пронумеруем снизу вверх от 1 до M(+) (1 ≤ m ≤ M(+)), 
а несущие слои, лежащие ниже стенки (нижний 
силовой пояс), пронумеруем сверху вниз от –1 
до –M(–) (–M(–) ≤ m ≤ –1, M(–) > 0). На рисунке 2 а 
приведено поперечное сечение пятислойной 
балки (M(±) = 2), причем стенка и полки с номера­
ми m = 2 и m = –1 армированы. На рисунках 2 б, 
2 в изображены поперечные сечения балок с тремя 
слоями (M(±) = 1), причем на рисунке 2 в полки (m = 
= ±1) армированы.

Свяжем с балкой прямоугольную декартову 
систему координат x

i
 так, чтобы ось x

1
 была на­

правлена вдоль балки, а ось x
2
 — по ее высоте 

(см. рисунки 1 и 2 а), а плоскость x
1
x

3
 (x

2 
= 0) сов­

падала со срединным слоем стенки (m = 0). По­
перечное сечение балки предполагается симме­
тричным относительно вертикальной плоскости 
x

1
x

2
 (см. рисунок 2).

Для простоты изложения, как и в [14, 20], 
ограничимся случаем, когда поперечные сечения 
каждого слоя являются прямоугольниками с раз­
мерами b

m
, h

m
, –M(–) ≤ m ≤ M(+)(см. рисунок 2 а), 

где b
m
, h

m
 — ширина и толщина m-го слоя, при­

чем в случае m = 0 под h
0
 = 2h понимается высо­

та стенки, а под b
0
 — ее толщина. (Более сложная 

геометрия поперечных сечений слоистых армиро­
ванных балок рассмотрена, например, в [12].) От­
носительно размеров b

m
 и h

m
 используются те же 

предположения, что и в [20], т. е. из рассмотрения 
исключаются тонкостенные стержни [19]. Круче­
ние и изгиб балки в плоскости x

1
x

3
 не исследуются, 

т. е. решение задачи не зависит от переменной x
3
.

Для учета ослабленного сопротивления стен­
ки рассматриваемой балки поперечному сдвигу 
в плоскости x

1
x

2
 используем теорию Тимошенко 

[19], т.  е. перемещения u
i
 и сдвиговую деформа­

цию e
12

 аппроксимируем так (см. (3), (4) в [20]):

где w — прогиб; u — продольное перемещение 
точек срединного слоя стенки (x

2
 = 0); q — угол 

поворота поперечного сечения стержня вокруг 
оси x

3
; t — время; ∂

1
 — оператор частного диффе­

ренцирования по переменной x
1
.

Геометрическая нелинейность задачи учиты­
вается в приближении Кармана (деформации счи­
таются малыми, а повороты поперечного сечения 
могут быть значительными), поэтому на основа­
нии (1) линейная продольная деформация в балке 
вычисляется по формуле [19]:

Каждый m-й слой может быть усилен K(m) се­
мействами волокон с плотностями армирования 

(1)

(2)

а

б

Рисунок 1 — Жестко закрепленные балки нерегулярной слоистой 
структуры: а — продольное армирование стенки; 

б — перекрестное армирование стенки

а			   б	            в

Рисунок 2 — Поперечные сечения слоистой балки: 
а — произвольной пятислойной структуры (с армированными 
внешними слоями и стенкой); б — двутавровой однородной; 

в — двутавровой с армированными полками
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 (1 ≤ k ≤ K(m)). Относительное объемное содер­
жание связующего материала в пределах пред­
ставительного элемента композиции этого слоя 
обозначим , тогда имеет место условие нор­
мировки

Предполагается, что упругопластическое по­
ведение материалов компонентов композиции 
описывается определяющими соотношениями те­
ории пластического течения с изотропным упроч­
нением [15, 21]. Используя традиционное в теории 
балок допущение , –M(–) ≤ m ≤ M(+) [16–19 
и др.], получим следующее линеаризованное эф­
фективное соотношение, связывающее осреднен­
ные скорости деформаций  и напряжений  
в композиции m-го слоя [22]:

где

B(m) — 5×5-матрица, определяемая соотношением 
(33) из [22] для каждого слоя; ,  — компо­
ненты осредненных напряжений и деформаций 
в композиции m-го слоя; ∙ — дифференцирование 
по времени t; * — операция транспонирования.

Далее считаем, что полки армированы только 
в продольном направлении x

1
 (как это традицион­

но принято делать [11, 12]), поэтому в рамках те­
ории Тимошенко с приемлемой для инженерных 
приложений точностью можно считать, что в не­
сущих слоях приближенно реализуется одноосное 
напряженное состояние, т. е.

(3)

(4)

(5)

(6)

Стенка может быть перекрестно армирова­
на в  плоскости x

1
x

2
, причем направления арми­

рования k-м семейством волокон определяются 
углами j

k
, отсчитываемыми от продольной оси 

x
1
 (рисунок  3). При этом, согласно рисунку 2 а 

и соотношениям (1) и (2), в стенке реализуется 
обобщенное плоское напряженное состояние, 
т. е. с учетом традиционной силовой гипотезы те­
ории Тимошенко [16, 19] в стенке (m = 0) можно 
принять, что

Соотношения (4) с учетом (5)–(7) можно пре­
образовать к следующему виду:

где  — приведенные эффективные характери­
стики «жесткости» композиции m-го слоя, полу­
чающиеся из элементов  матриц B(m) 

(см. (4)) в процессе исключения из рассмотрения 
компонентов скоростей деформаций  век­
тор-столбцов  в несущих слоях за счет равенств 
(6) и в стенке за счет (7). Переход от определяю­
щих соотношений (4) с учетом (5) к уравнениям 
(8), (9), основанный на использовании равенств 
(6), (7), является традиционным для тонкостен­
ных элементов конструкций, поэтому не будем 
приводить здесь выражения для коэффициентов 

 через , так как эти выражения достаточно 
громоздки, а их вывод элементарен.

Для получения кинематических соотноше­
ний, связывающих  со скоростями движения 
точек балки (т. е. с  и ), достаточно продиффе­
ренцировать по времени t выражения для дефор­
маций e

12
 и e

11
 (см. (1), (2)), тогда

Равенства (10) справедливы для всех слоев 
балки, а соотношение (11) — для стенки (m = 0).

К определяющим (8), (9) и кинематическим 
(10), (11) соотношениям необходимо добавить 
уравнения движения гибкой балки, которые в при­
ближении Кармана имеют вид [16, 19 и др.]:

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)
Рисунок 3 — Система координат, связанная с арматурой 

k-го семейства в стенке
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где

p — распределенная погонная нагрузка, дейс­
твующая по нормали к изогнутой оси балки 
(на рисунке 1 изображен случай p = –q = const); 
F

11
, F

12
 — продольная и поперечная силы; M

11
 — 

изгибающий момент; S — общая площадь по­
перечного сечения балки; S

m
 — площадь по­

перечного сечения m-го слоя (в настоящем 
исследовании S

m
 = b

m
h

m
);  — объемная плот­

ность материала k-го компонента композиции 
в m-м слое;  — ордината центра тяжести по­
перечного сечения m-го слоя.

Для однозначного интегрирования рассматри­
ваемой задачи необходимо использовать началь­
ные и граничные условия. Как обычно предпола­
гаем, что в начальный момент времени t = t

0
 балка 

находится в естественном состоянии, поэтому на­
чальные условия имеют вид:

Граничные условия для балки могут быть весь­
ма разнообразны. Так как они общеизвестны [19], 
не будем их здесь приводить, укажем лишь, что 
в  случае, изображенном на рисунке 1, выполня­
ются следующие условия:

Таким образом, начальные (14) и граничные 
(15) условия позволяют однозначно проинтегри­
ровать начально-краевую задачу динамического 
упругопластического изгиба балок, изображенных 
на рисунке 1.

Для численного интегрирования рассматрива­
емой задачи используем метод шагов по времени 
[7, 13, 16, 22 и др.], т. е. будем разыскивать реше­
ние в дискретные моменты времени t

n+1
 = t

n 
+ t, где 

t = const > 0 — шаг по времени.
Предполагаем, что в моменты времени t

s
 уже 

известны значения следующих функций:

(13)

(14)

(15)

тогда по формулам (13) в момент времени t
n
 можем 

вычислить все величины, входящие в правые час­
ти уравнений (12).

Далее для аппроксимации встречающихся 
производных по времени t используем централь­
ные разности [16, 22, 23 и др.], что позволяет по­
строить явную численную схему. Заменяя в ле­
вых частях уравнений (12) вторые производные 
по времени их конечно-разностными аналогами, 
с учетом обозначений, аналогичных (16), получим

Заменяя в уравнениях (17) производные ∂
1
(∙) 

по пространственной переменной x
1
 от известных 

(в силу предположения (16)) функций их конеч­
но-разностными аналогами, получим явную схему 
типа «крест» [16, 22, 23] для численного интегри­
рования рассматриваемой задачи. В данной рабо­
те использовалась аппроксимация производной 
∂

1
(∙) ее конечно-разностным аналогом второго 

порядка точности на равномерной по x
1
 сетке [23].

Согласно левым частям равенств (17), для на­
чала расчетов по схеме «крест» необходимо знать  
 
не только значения функций  (которые с уче­
том обозначений (16) однозначно определяются 
из начальных условий (14)), но и значения функ- 
 
ций  (при n = 1 в (17)), которые получим, ис­
пользуя формулу Тейлора с учетом начальных ус­
ловий (14) и уравнений (12) при t = t

0
 [23]:

где приближенные равенства выполняются с точ­
ностью порядка t3.

Таким образом, соотношения (17) с учетом (14), 
(15) и (18) позволяют реализовать схему «крест» 
для численного интегрирования начально-крае­
вой задачи динамического упругопластического 

(16)

(17)

(18)
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изгиба балок, изображенных на рисунке 1. (Осо­
бенности реализации этой схемы применительно 
к армированным конструкциям подробно изло­
жены в [22].) Для обеспечения устойчивости схе­
мы «крест» необходимо, чтобы шаг по времени t 
был выбран с учетом выполнения условия Куран­
та [16, 22–24 и др.]. В случае балки нерегулярной 
слоисто-волокнистой структуры выбор шага t из 
условия Куранта является самостоятельной весь­
ма трудоемкой задачей [22]. Однако это условие 
для такой балки будет обязательно выполнять­
ся, причем с запасом, если оно выполняется для 
каждого компонента композиции каждого слоя 
балки, поэтому в расчетах используем именно та­
кой критерий устойчивости разработанной чис­
ленной схемы.

Обсуждение результатов расчетов. В качестве 
модельной задачи исследуем изгибное поведение 
трехслойных балок, изображенных на рисунке 1 
и имеющих длину L = 2 м. Слои балок изготовле­
ны из алюминиевого сплава АДМ или представля­
ют композит, состоящий из этого сплава (связую­
щее), армированного стальной проволокой У8А 
или борными волокнами.

Упругопластическое поведение материалов 
компонентов композиции при активном нагруже­
нии описывается идеализированной диаграммой 
растяжения–сжатия в виде диаграммы с линей­
ным упрочнением [15]:

где  — осевые напряжение и деформация 
материала k-го компонента композиции m-го 
слоя;  — модули Юнга и линейного упроч­
нения того же материала;  — предел теку­
чести и соответствующая ему деформация при 
растяжении–сжатии того же материала.

Физико-механические характеристики мате­
риалов компонентов композиции рассматрива­
емых балок приведены в таблице, где n — коэф­

(19)

фициент Пуассона материала, a — скорость звука. 
Борные волокна ведут себя упруго-хрупко [25], 
поэтому значение модуля упрочнения E

s
 для них 

в таблице не приведено.
На балки действуют фронтальные нагрузками 

следующих видов (см. (12) и (17)) [7]:

или

где

t
max

 — момент времени, в который нагрузка p(t) 
достигает по модулю максимального значения 
p

max
; t

min
 — момент времени, в который нагрузка 

p(t) становится пренебрежимо малой по сравне­
нию с p

max
 (так, формула (22) соответствует случаю 

p(t
min

) = 0,01p
max

). При t
max

 → 0 и t
min

 → ∞ рассмат­
риваемые нагрузки аппроксимируют непрерыв­
но (в случае (20) и (22)) или гладко (в случае (21)) 
внешнюю нагрузку ступенчатого вида

где H(t) — функция Хевисайда.
Поперечные сечения слоев рассматриваемых 

трехслойных (M(±) = 1) балок (см. рисунки 2 б и  2  в) 
имеют следующие размеры:

которые соответствуют характерным размерам по­
перечного сечения двутаврового прокатного про­
филя № 20 [18].

При проведении численных расчетов вдоль 
оси балки вводилась равномерная сетка с шагом 
Dx

1
 = L / 200 = 1 см, а шаг по времени t выбирался 

равным 0,2  мкс. При этом условие устойчивости 
Куранта (Dx

1 
/

 
t > a, где ) для всех мате­

риалов компонентов композиции, приведенных 
в таблице, выполняется со значительным запасом. 
Следовательно, при такой пространственно-вре­
менной дискретизации задачи условие Куранта бу­
дет выполняться и для всех однородных и компо­
зитных балок, изготовленных из этих материалов.

На рисунке 4 изображены зависимости w
*
(t) = 

= w(L / 2,t), т. е. траектории движения централь­
ных сечений балок (x

1
 = L / 2) в поперечном на­

правлении x
2
 (см. рисунок 1). На рисунке 4 а при­

ведены результаты расчетов при нагружении балок 
динамической нагрузкой (20), (22) с параметрами: 
p

max
 = 1,3 МН/м, t

max
 = 0,1 мс и t

min
 = 2 мс. Такие 

значения t
max

 и t
min

 характерны для воздействия 
воздушной взрывной волны [7]. Согласно соотно­
шениям (20) и (22), при t > 2 мс внешняя нагрузка 
практически отсутствует, поэтому колебания при 

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

Материал
r, 

кг/м3
n s

s
, 

МПа
E, 

ГПа
E

s
, 

ГПа
a, м/с

Алюмини­
евый сплав 

АДМ
2710 0,3 30 71 0,143 5119

Стальная 
проволока 

У8А
7800 0,31 3968 210 6,973 5188

Борные 
волокна

2550 0,23 3200 410 — 12680

Таблица — Физико-механические характеристики материалов 
компонентов композиции [25]
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t > 2 мс на рисунке 4 а можно рассматривать как 
свободные в окрестности нового искривленного 
(вызванного появлением остаточных прогибов) 
положения продольной оси балки.

Кривые 1 и 1″ на рисунке 4 а определены на 
основе теории Тимошенко (см. раздел 1) и клас­
сической теории Бернулли соответственно для 
однородной трехслойной балки из сплава АДМ. 
В случае теории Бернулли расчет проводился по 
численной схеме, аналогичной разработанной 
в [13], с учетом соотношений (13) за исключением 
выражения для F

12
. Сравнение этих кривых пока­

зывает, что классическая теория почти вдвое зани­
жает значения максимального прогиба.

Как уже отмечалось, вычисление средних по 
времени значений w

*
(t) при t > 2 мс для кривых, 

изображенных на рисунке 4 а, дает приближенное 
значение остаточного прогиба центрального сече­
ния балки. Это среднее значение, вычисленное для 
кривой 1, приближенно равно 4,67 см, а для пунк­
тирной кривой 1″ — 0,45 см, т. е. расчет по теории 
Бернулли занижает величину остаточного прогиба 
на 90,4 %. Следовательно, классическая теория мо­
жет оказаться совершенно неприемлемой для рас­
чета упругопластического динамического изгиб­

ного поведения не только композитных балок, но 
и однородных балок слоистой структуры (в частно­
сти, имеющих поперечные сечения в виде унифи­
цированных прокатных профилей типа двутавров).

Традиционно принято считать, что при изгиб­
ном деформировании балок в первую очередь тре­
буется усиливать несущие слои [11, 12 и др.], поэ­
тому сначала исследуем случай армирования полок 
алюминиевых балок стальной проволокой У8А 
(K(±) = 1, K(0) = 0). Оба несущих слоя армированы 
с одинаковой плотностью , а относительное 
объемное содержание материала связующего в не­
сущих слоях вычисляется на основании равенства 
(3):  (в стенке ; см. рисунок 2 в).

Кривая 2 на рисунке 4 а рассчитана по теории 
Тимошенко при w = 0,7. На практике это значе­
ние считается предельно допустимым для плот­
ностей армирования. Сопоставление кривых 1 
и 2 на рисунке 4 а показывает, что усиление полок 
с предельно допустимым насыщением арматурой 
приводит к уменьшению как максимального, так 
и остаточного прогибов примерно на 39,1 и 28,9 % 
соответственно. В связи с этим целесообразно 
проследить за изменением величин максималь­
ного прогиба w

m
 и максимальных значений ин­

тенсивностей деформаций  в k-м компонен­
те композиции (в последнем случае максимум 
разыскивается по всем слоям) в зависимости от 
плотности армирования w. На рисунке 5 приведе­
ны эти зависимости. Кривые 1 и 1″ на рисунке 5 а 
соответствуют функции w

m
(w), рассчитанной по 

теориям Тимошенко и Бернулли соответственно. 
Линии же 1, 1′ и 1″ на рисунке 5 б характеризуют 
зависимости , определенные по тем же тео­
риям, причем кривая 1 соответствует связующе­
му (k = 0), а линия 1′ — арматуре (k = 1); в случае 
классической теории интенсивности деформаций 
в арматуре и связующем совпадают ( ), по­
этому пунктирная кривая 1″ является единой для 
обоих материалов компонентов композиции.

Все указанные кривые на рисунке 5 монотон­
но убывают, что свидетельствует об эффекте уси­
ления рассматриваемых композитных балок, при­
чем с увеличением плотности армирования полок 
w кривые 1, 1′ и 1″ на рисунке 5 выполаживаются, 
т. е. с увеличением w эффект усиления балок ос­
лабевает. Дополнительные расчеты показывают, 
что при использовании более жестких армиру­
ющих волокон (например, борных или углерод­
ных [25]) эффект выполаживания зависимостей 
w

m
(w) и  возрастает. Так, на рисунке 5 для 

сравнения приведены штрихпунктирные кривые 
1′″, рассчитанные при тех же условиях, но для 
АДМ-балки с полками, армированными борны­
ми волокнами (см. таблицу). Поведение кривой 
1′″ на рисунке 5 б, характеризующей зависимость 

 для связующего материала, показывает, что 
при w > 0,2 максимальное значение интенсивно­
сти деформаций в связующем материале (точнее, 

а

б

Рисунок 4 — Осцилляции центральных сечений трехслойных 
балок при кратковременном динамическом нагружении (а) 

и при квазиступенчатом и квазистатическом нагружениях (б)
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в стенке) практически не зависит от изменения ко­
личества арматуры в несущих слоях. Следователь­
но, в  этих случаях целесообразно ставить вопрос 
о рациональном сочетании надежной работы ком­
позитной балки (например, по критерию ее подат­
ливости) с экономией расхода арматуры в ней.

Поведение кривых 1 и 1″ на рисунке 5 а пока­
зывает, что с увеличением плотности армирования 
полок w точность определения максимального 
прогиба w

m
, вычисленная по теории Бернулли, су­

щественно уменьшается. Сравнение же кривых 1 
и 1″ на рисунке 5 б свидетельствует о том, что этот 
вывод справедлив и в отношении определения ин­
тенсивности деформаций в связующем материале.

Очевидно, что дальнейшего уменьшения по­
датливости композитных балок можно добиться 
только за счет усиления стенки (при сохранении 
размеров слоев). Предполагаем, что оба слоя алю­
миниевой балки усилены стальной проволокой 
У8А с предельно допустимой плотностью арми­
рования , а стенка армирована одним се­
мейством этих же волокон (K (0) = 1) в продольном 
направлении (j

1
 = 0; см. рисунки 1 а и 3) с плотно­

стью . Кривая 3 на рисунке 4 а соответству­
ет случаю, когда все слои трехслойной балки ар­
мированы в продольном направлении с предельно 

допустимым значением плотности армирования 
 (w = 0,7). Ординаты точек локаль­

ных максимумов на кривой 3 меньше аналогичных 
величин для точек кривой 2, что свидетельствует 
об эффекте усиления балки за счет продольного 
армирования стенки.

На рисунке 5 кривые 2, 2′ и 2″ характеризуют 
зависимости w

m
(w) и  для случая продоль­

ного армирования стенки, причем пунктирные 
кривые 2″ рассчитаны по теории Бернулли. Линия 
2 на рисунке 5 б соответствует зависимости  
(для связующего материала), а кривая 2′ — зависи­
мости  (для арматуры), причем максимумы 
интенсивности деформаций , k = 0,1 в ма­
териалах компонентов композиции выбирались 
по всем слоям.

Поведение кривой 2 на рисунке 5 а показы­
вает, что с увеличением плотности продольного 
армирования стенки w зависимость w

m
(w) моно­

тонно убывает, причем практически по линейно­
му закону. Линия же 2″ на рисунке 5 а почти гори­
зонтальна. Следовательно, согласно расчетам по 
теории Бернулли, увеличение плотности армиро­
вания стенки w практически не влияет на умень­
шение податливости таких композитных балок, 
что не соответствует поведению кривой 2 на этом 
рисунке. Сопоставление ординат точек на кри­
вых 2 и 2″ свидетельствует о том, что и при такой 
структуре армирования слоистой балки классиче­
ская теория не обеспечивает приемлемой точно­
сти расчетов ее податливости.

Кривые 2′ и 2″ на рисунке 5 б также поч­
ти горизонтальны, т.  е. максимальные значе­
ния интенсивности деформаций в компонентах 
композиции, рассчитанные по теории Бернулли 
(линия  2″), и значения аналогичной величины 
в арматуре, полученные на основе теории Ти­
мошенко (кривая 2′), практически не зависят от 
плотности армирования стенки при ее усилении 
в продольном направлении. Однако кривая 2 на 
рисунке 5 б существенно возрастает, т. е. с увели­
чением w происходит ослабление сопротивления 
продольно армированной стенки поперечным 
сдвигам, поэтому такой проект армирования стен­
ки рассматриваемой композитной балки нельзя 
признать рациональным.

Для устранения явления ослабленного со­
противления стенки поперечным сдвигам ре­
комендуется ее армировать перекрестно двумя 
(K  (0) = 2) семействами волокон по направлениям 
j

1
 = – j

2
 = p / 

4 (см. рисунки 1 б и 3) — ортогональ­
ное армирование. Согласно этой рекомендации 
[18], рассмотрим случай, когда полки по-прежне­
му армированы продольно с предельно допусти­
мой плотностью , а  стенка перекрестно 
усилена (j

1
 = –j

2
 = p / 

4) двумя семействами сталь­
ной проволоки У8А с одинаковыми плотностями 
армирования  (см. рисунок  1  б). Кривые 
3 и 3″ на рисунке 5 а характеризуют зависимости 

а

б
Рисунок 5 — Зависимости максимальных значений прогибов (а) 

и интенсивностей деформаций в компонентах композиции (б) 
от плотности армирования слоев балки
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w
m

(w) (где ), рассчитанные для 
этого случая по теориям Тимошенко и Бернулли 
соответственно. Сравнение этих кривых показы­
вает, что и при перекрестном армировании стенки 
рассматриваемых трехслойных балок для их адек­
ватного расчета необходимо использовать неклас­
сическую теорию.

Пунктирная кривая 3″ визуально практически 
совпадает с линией 2″, но при w > 0 все же лежит 
несколько выше. Следовательно, согласно класси­
ческой теории, перекрестное армирование стенки 
(см. рисунок 1 б) менее эффективно по критерию 
минимизации податливости конструкции, чем 
продольное армирование стенки (см. рисунок 1 а). 
Однако этот результат противоречит поведению 
кривых 2 и 3, определенных по теории Тимошен­
ко, так как кривая 3 при w > 0 лежит ниже линии 2. 
При этом эффект уменьшения податливости при 
перекрестном армировании стенки (см. кривую 3) 
проявляется в значительно большей степени, чем 
при ее продольном армировании (см. линию 2). 
Таким образом, при отыскании рациональных 
структур армирования слоистых балок использо­
вание классической теории может привести к со­
вершенно неверным решениям.

Однако не всегда армирование стенки в пере­
крестных направлениях (см. рисунок 1 б) является 
наилучшим. Так, в [14] показано, что в случае ста­
тического поперечного нагружения трехслойных 
балок, опертых иначе, чем это изображено на ри­
сунке 1, изготовленных из высокопрочного магни­
евого сплава ВМ65 и усиленных волокнами карби­
да кремния, при умеренных температурах лучшим 
с точки зрения уменьшения податливости является 
продольное армирование стенки (см. рисунок 1 а), 
а при высоких температурах, когда прочностные 
характеристики сплава ВМ65 резко ухудшают­
ся (в  силу его термочувствительности) лучшим 
оказывается перекрестное армирование стенки 
(см. рисунок 1 б). Следовательно, невозможно за­
ранее предсказать, какая структура армирования 
стенки слоистой балки будет рациональной при 
заданных условиях ее опирания и выбранных ма­
териалах компонентов композиции.

Выше рассматривался случай динамического 
кратковременного нагружения балки, когда при 
t > 2 мс нагрузка p(t) практически отсутствует. Од­
нако особый интерес вызывает сравнение поведе­
ния композитных балок при их квазистатическом 
и динамическом нагружении, когда поперечная 
нагрузка p(t), достигнув своего максимального зна­
чения p

max
, удерживается на одном уровне (p(t)  = 

=  p
max

 при t ≥ t
max

). В связи с этим на рисунке  4  б 
приведены зависимости w

*
(t), полученные при 

p
max 

= 0,3 МН/м в случаях динамического (кривые 
1–4, 4″) и квазистатического (линии 1′–3′, 1″) на­
гружения слоистой балки. При расчете кривых 
1–4, 4″ для нагрузки p(t) использовались зависи­
мости (20) и (22) при t

max
 = 0,1 мс и t

min
 =  2⋅103 с. 

При таком значении t
min

 на рассматриваемом ин­
тервале времени 0 ≤ t ≤ 20 мс при t ≥ t

max
 нагрузку 

можно считать практически постоянной: p(t) ≈ p
max

, 
t ≥ t

max
, т. е. такая зависимость p(t) аппроксимирует 

нагрузку ступенчатого типа (23), поэтому далее ее 
будем называть квазиступенчатой. Кривые 1–3 на 
рисунке 4 б рассчитаны при тех же структурах ар­
мирования трехслойной балки, что и линии 1–3 на 
рисунке 4 а. Кривые же 1′–3′ на рисунке 4 б соот­
ветствуют тем же структурам армирования, что 
и линии 1–3, но определены при квазистатическом 
нагружении балок, когда поперечная нагрузка p(t) 
задается по закону (21) при t

max
 = 17 мс.

Пунктирная кривая 1″ получена при тех же ус­
ловиях, что и сплошная линия 1′, но рассчитана по 
классической теории. Сравнение этих кривых по­
казывает, что и при квазистатическом нагружении 
однородной трехслойной АДМ-балки двутаврово­
го поперечного сечения (см. (24)) теория Бернулли 
совершенно непригодна для получения адекватных 
результатов расчетов ее податливости. Аналогич­
ный вывод справедлив и для армированных слоис­
тых балок при квазистатическом их нагружении.

Кривые 2 и 2′ на рисунке 4 б лежат существен­
но ниже линий 1 и 1′ соответственно, чем это 
имеет место на рисунке 4 а. Следовательно, при 
квазистатическом или квазиступенчатом динами­
ческом (см. (23)) нагружении эффект усиления ба­
лок за счет армирования полок проявляется силь­
нее, чем при динамическом кратковременном 
(хотя и более интенсивном) их нагружении (см. 
кривые 1 и 2 на рисунке 4 а).

Кривые 4 и 4″ на рисунке 4 б рассчитаны по 
теориям Тимошенко и Бернулли соответствен­
но в случае задания динамической нагрузки ква­
зиступенчатого вида (см. (23)), когда несущие 
слои балки продольно армированы с предельной 
плотностью , а стенка усилена пере­
крестно (см. рисунок 1 б) также с предельно до­
пустимой суммарной плотностью армирования: 

,  (аналогичные 
кривые на рисунке 4 а не были изображены, чтобы 
его не загромождать). Сравнение этих кривых по­
казывает, что и при квазиступенчатом нагружении 
трехслойной композитной балки классическая те­
ория не гарантирует получения приемлемой точ­
ности расчетов динамического поведения такой 
конструкции даже в случае перекрестного арми­
рования ее стенки.

Кривая 4 на рисунке 4 б лежит значительно 
ниже линии 3. Это еще раз подтверждает получен­
ный ранее результат: в случае использования АДМ–
У8А-композиции перекрестное армирование сте­
нок рассматриваемых трехслойных балок является 
более эффективным с точки зрения уменьшения их 
податливости, чем усиление стенок в продольном 
направлении с тем же расходом арматуры.

Сравнение правых участков кривых 1′–3′ с по­
ведением линий 1–3 на рисунке 4 б показывает, 
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что при упругопластическом деформировании 
соответствующих балок средние за один период 
колебаний значения прогиба (см. кривые 1–3) 
значительно превосходят значения прогиба, вы­
численные при квазистатическом нагружении 
конструкции с той же интенсивностью нагрузки 
p

max
. Это свидетельствует о том, что в рассматри­

ваемых трехслойных однородных и композитных 
балках при их динамическом квазиступенчатом 
нагружении возникают значительно большие 
остаточные прогибы, чем при квазистатическом 
нагружении с тем же уровнем нагрузки.

На рисунке 6 изображены зависимости w от x
1
, 

определенные в моменты времени, когда прогиб 
центрального сечения x

1 
= L

 
/

 
2 достигает макси­

мального значения w
m

. Номера кривых 1, 1′ и 1″ на 
рисунке 6 соответствуют номерам кривых на рисун­
ке 4 б. Кривая же 1′″ рассчитана по теории Бернул­
ли для однородной трехслойной АМД-балки при 
динамическом квазиступенчатом нагружении (ана­
логичная кривая на рисунке 4 б не изображена).

Кривые 1″ и 1′″ на рисунке 6 в точках x
1 
= 0, L 

имеют горизонтальные касательные, что является 
следствием неучета поперечных сдвигов в стенке 
балки в рамках классической теории. Поведение 
же кривых 1 и 1′ в окрестности этих точек закре­
пления балки свидетельствует о том, что как при 
динамическом квазиступенчатом (линия 1), так 
и при квазистатическом (кривая 1′) нагруже­
ниях такой слоистой балки в ее стенке активно 
развиваются упругопластические деформации 
поперечного сдвига. Сопоставление кривых 1, 
1′″ и 1′, 1″ на рисунке 6 вновь подтверждает, что 
теория Бернулли вообще неприемлема для адек­
ватного расчета механического поведения рас­
сматриваемой балки.

Приведенные выше результаты были получе­
ны для относительно высоких балок (H

 
/

 
L = 1

 
/

 
10, 

где, согласно (24) и рисунку 2 в, H = 20 см — вы­
сота трехслойной балки). Дополнительные расче­
ты показали, что и для относительно невысоких 
балок (H

 
/

 
L = 1

 
/

 
20) классическая теория может 

оказаться неприемлемой для адекватного расчета 
упругопластического изгиба таких слоистых кон­
струкций. Так, при квазиступенчатом нагружении 
(с интенсивностью p

max
 = 0,1 МН/м) однородной 

трехслойной АДМ-балки длиной L = 4 м (H
 
/

 
L = 

= 1
 
/

 
20) теория Бернулли более чем вдвое занижает 

значение w
m

 по сравнению с теорией Тимошенко.
Достоверность полученных выше результа­

тов косвенно подтверждается многочисленными 
исследованиями, проведенными ранее по обос­
нованию применимости теории Тимошенко для 
адекватного описания механического поведе­
ния слоистых стержней и балок [16, 17, 19 и др.]. 
Апробация же численной схемы типа «крест» для 
расчета динамического поведения композитных 
конструкций (в том числе и при упругопласти­
ческом их деформировании в случаях слоистых 
структур с  изотропными слоями) достаточно 
подробно проведена в [16, 17 и др.], где, в част­
ности, приведены ссылки и на публикации, 
в  которых сравниваются численные решения, 
полученные по этой схеме, с результатами натур­
ных экспериментов. Эти сравнения позволяют 
сделать вывод о том, что с точки зрения инже­
нерных приложений схема типа «крест», приме­
ненная к разрешающим уравнениям теорий типа 
Тимошенко, дает вполне приемлемые результа­
ты расчетов. Верификация структурной модели 
механики композитов, на основе которой в [22] 
были получены определяющие соотношения для 
упругопластической волокнистой среды, исполь­
зованные в настоящем исследовании (см.  (4)), 
в  предельном случае линейно-упругого поведе­
ния материалов фаз композиции была проведе­
на в [26], где продемонстрировано вполне удов­
летворительное совпадение расчетных значений 
эффективных характеристик композитной среды 
с экспериментальными данными.

В настоящей работе исследовались, по сути, 
только особенности деформирования компо­
зитных балок. Вне рассмотрения пока остаются 
вопросы, связанные с прочностью таких конс­
трукций. Объясняется это тем, что в подавляю­
щем большинстве случаев пластичные материалы 
разрушаются при больших деформациях, превы­
шающих по модулю 5 % (в частности, алюмини­
евый сплав АДМ и стальная проволока У8А [25]). 
На сегодняшний день отсутствуют структурные 
модели упругопластических армированных сред, 
учитывающих большие деформации материалов 
фаз композиции. Использованная в данном ис­
следовании структурная модель из [22] адекватно 
описывает упругопластическое поведение волок­
нистых сред лишь при малых деформациях. С дру­
гой стороны, в силу осциллирующего характера 
динамического поведения упругопластических 
композитных балок в связующем материале их 
слоев могут возникнуть знакопеременные пла­
стические деформации (особенно при повторных, 

Рисунок 6 — Эпюры максимальных прогибов трехслойной 
однородной балки, рассчитанные по разным теориям
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а тем более знакопеременных, нагружениях), ко­
торые даже будучи малыми могут приводить к на­
коплению поврежденности связующей матрицы 
за счет малоцикловой усталости и к последующе­
му ее разрушению. Для описания таких процес­
сов накопления поврежденности материалов 
фаз композиции необходимо использовать более 
сложные модели упругопластического поведения 
материалов, например, предложенные в [27] (а не 
простейшую модель с изотропным упрочнением 
[21], которая была использована в [22]) и учиты­
вающие кинетику накопления поврежденности. 
Однако на сегодняшний день также отсутствуют 
структурные модели механики волокнистых ком­
позитов, построенные на усложненных теориях 
пластичности. Кроме того, при применении таких 
моделей потребуется разработка специфических 
устойчивых численных методов, которые, скорее 
всего, будут отличаться от схемы типа «крест», ис­
пользованной в настоящем исследовании.

Заключение. Анализ результатов расчетов 
упругопластического поведения слоистых и сло­
исто-волокнистых балок нерегулярной структуры, 
полученных (результатов) в рамках двух теорий 
изгибного деформирования таких тонкостенных 
элементов конструкций, показал, что классиче­
ская теория может приводить к совершенно не­
приемлемым результатам как при динамическом, 
так и квазистатическом их нагружении. Эта тео­
рия может оказаться непригодной даже в случаях 
расчетов металлических балок, имеющих двутав­
ровые поперечные сечения унифицированного 
прокатного профиля, так как может занижать по­
датливость таких балок более чем вдвое. Для по­
лучения же адекватного представления об упру­
гопластическом деформировании композитных 
балок слоисто-волокнистой структуры необходи­
мо использовать неклассическую теорию Тимо­
шенко, учитывающую ослабленное сопротивле­
ние тонких стенок таких элементов конструкций 
поперечным сдвигам.

Расчет двутавровых балок из низкопрочного 
алюминиевого сплава АДМ показал, что за счет 
армирования их полок стальной проволокой У8А 
можно добиться снижения остаточных прогибов 
не более чем на 30 %. Дополнительного значитель­
ного уменьшения податливости таких балок мож­
но достичь за счет усиления их стенок. При этом 
стенки из сплава АДМ целесообразно армировать 
перекрестно под углами ±p / 

4 (см. рисунок 1 б). 
В случаях же использования в качестве связующе­
го высокопрочных материалов, например магние­
вого сплава ВМ65, армировать стенку двутавровой 
балки целесообразно в продольном направлении 
(см. рисунок 1 а). Классическая же теория всегда 
предсказывает, что наилучшим является продоль­
ное армирование стенок (см. рисунок 1 а), поэто­
му ее не следует использовать при решении задач 
оптимального и рационального проектирования 

композитных балок слоисто-волокнистой структу­
ры при их упругопластическом деформировании.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 
17-01-00156-а).
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MODELING OF DYNAMIC ELASTIC-PLASTIC BEHAVIOR OF BEAMS 
OF IRREGULAR LAYERED-FIBROUS STRUCTURES

In approaching the Karman the initial-boundary value problem is formulated for the dynamic elastic-plastic 
deformation of flexible composite beams of irregular layered-fibrous structures with account of their weakened 
resistance to the transverse shear. Beams consist of walls and load-bearing layers (shelves). Walls can be reinforced 
longitudinally or crosswise in its plane, and the shelves are reinforced in the longitudinal direction. The mechanical 
behavior of the component materials of the composition is described by the equations of the theory of plasticity 
with isotropic hardening. The explicit “cross” scheme was constructed for numerical integration of the formulated 
initial-boundary value problem coordinated with the step-by-step scheme and used for the simulation of elastic-
plastic deformation of composite material of each layer of the beam. The calculations of dynamic and quasi-
static bending behavior are carried out for homogeneous and reinforced beams of I-beam cross-section. It is found 
that the classical theory of bending may not be acceptable to carry out such calculations for some types of metal 
compositions for relatively long beams. For the adequate calculation of elastoplastic deformation of composite 
beams of laminated-fibrous irregular structures it is necessary to use the Timoshenko theory, which takes in account 
the weakened resistance of the walls to the transverse shears. It is shown that in the case of dynamic loading of 
composite beams, the final deflections are much larger by absolute value than in the case of quasi-static loading 
with the same load level.

Keywords: laminated beams, reinforcement, plastic flow theory, Timoshenko theory, dynamic bending, geometric 
nonlinearity, “cross” scheme
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