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Введение. Вязкоупругие свойства полимерных 
композитов, которые проявляются в виде ползу­
чести и релаксации, оказывают значительное вли­
яние на деформационно­прочностные характери­
стики элементов конструкций, изготавливаемых 
из указанных материалов. Как известно, ползу­
честь приводит к снижению формостабильности 
и ухудшению ряда эксплуатационных показателей 
изделий, например, росту кинематической по­
грешности механизмов. Но в ряде случаев вязко­
упругие эффекты играют положительную роль, 
способствуя демпфированию колебаний и дина­
мических воздействий, а также повышению несу­
щей способности в результате постепенного «при­
способления» конструкции к внешним нагрузкам 
вследствие снижения кон центрации внутренних и 
контактных напряжений.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕОЛОГИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 
ПОЛИМЕРНЫХ МАТЕРИАЛОВ НА ОСНОВЕ ИДЕНТИФИКАЦИИ 
ВЯЗКОУПРУГОЙ МОДЕЛИ ПРОНИ ПО РЕЗУЛЬТАТАМ 
СТАТИЧЕСКИХ И ДИНАМИЧЕСКИХ ИСПЫТАНИЙ

Разработана методика определения реологических параметров модели Прони, описывающей процесс 
вязкоупругого деформирования материала, путем ее идентификации по результатам динамического 
механического анализа. Для апробации методики проведены статические (одноосное растяжение) и ди­
намические (трехточечный изгиб) механические испытания полимерных композитов на основе сверх­
высокомолекулярного полиэтилена. Исходя из аналитической зависимости модуля накопления от пара­
метров модели Прони, определены параметры сдвиговой функции. Достигнуто хорошее соответствие 
результатов динамического и статического анализа. Предложенная методика позволяет ускорить 
определение реологических параметров полимерных материалов и рекомендуется для расчетов напря­
женно­деформируемого состояния элементов конструкций и узлов трения в условиях длительной экс­
плуатации при повышенной температуре.

Ключевые слова: полимерные материалы, вязкоупругие деформации, модель Прони, идентификация, 
статические механические испытания, динамический механический анализ

Таким образом, необходимым этапом прочност­
ного расчета полимерных конструкций является 
анализ их напряженно­деформированного состоя­
ния в вязкоупругой постановке на основе реологи­
ческого описания применяемых материалов. Нужно 
заметить, что аналитические решения теории вяз­
коупругости пригодны лишь для тел канонической 
(сферической, цилиндрической, призматической 
и т. п.) формы [1–5]. Это затрудняет их использо­
вание при исследовании реальных элементов кон­
струкций и деталей машин, обычно имеющих весьма 
сложную конфигурацию. С другой стороны, эффек­
тивный численный метод конечных элементов, ши­
роко применяемый для решения прикладных задач 
в упругой и упруго­пластической постановке, пока 
довольно редко используется в прочностных расче­
тах с учетом вязкоупругости материала.
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Для определения значений реологических 
параметров вязкоупругих моделей выполняется 
идентификация последних, как правило, по ре­
зультатам длительных статических испытаний на 
ползучесть или релаксацию. Это сопровождается 
большими затратами времени при необходимо­
сти варьирования температуры и режимов на­
грева [4], например, с целью исследования тер­
моусадки и эффекта памяти формы полимерных 
материалов [6]. В этой связи разрабатываются 
методы реологического описа ния на основе уско­
ренных механических испыта ний на ползучесть и 
релаксацию, а также процеду ры идентификации 
вязкоупругих моделей, исходя из ограниченного 
объема экспериментальных данных. В частности, 
автоматизация и весьма высокая точность совре­
менных испытательных машин дают возможность 
осуществить так называемый прецизионный экс­
перимент на кратко временную релаксацию и, 
благодаря высокой степени дискретизации наи­
более информативного начального участ ка кри­
вой деформирования продолжительностью нес­
кольких суток и даже часов, экстраполировать 
результаты на гораздо более значительный период 
времени [7].

Кроме того, для аттестации реологических 
свойств материалов авторами предлагается ис­
пользовать метод динамического механического 
анализа (ДМА). Этот метод реализован на высо­
коточном и автоматизированном испытательном 
оборудовании и обладает рядом достоинств (ис­
пользование компактных образцов, возможность 
задания различных мод (видов) нагружения, ми­
нимальные затраты времени при проведении ис­
пытаний в широком диапазоне скорости нагруже­
ния и температуры).

Целью настоящей работы является оценка 
точности определения реологических параметров 
вязкоупругой модели Прони по результатам ди­
намического механического анализа в сравнении 
со стандартными испытаниями на статическое 
растяжение.

Метод исследования. Для прогнозирования 
длительного деформирования полимерных ком­
позитов отечественными и зарубежными исследо­
вателями предложен ряд моделей, учитывающих 
как вязкую (реономную), так и упругую составля­
ющую [1–5]. В распространенных программных 
продуктах конечно­элементного анализа (ANSYS 
и др.) используется линейная вязкоупругая модель 
Прони, определяющие соотношения которой 
имеют вид [1, 3]:

где подынтегральные функции (ядра) представле­
ны в виде рядов

Подставив запись , где  — амплиту­
да, а ω — частота колебаний, в определяющие со­
отношения, получим выражение для напряжений 
в той же стационарной форме: , 
где  — комплексная функция 
частоты, подлежащая определению [1, 3].

В классической теории вязкоупругости ком­
поненты Gα′(ω) и Gα″(ω) называют модулями нако­
пления (storage) и потерь (losses) соответственно. 
Для экспоненциального ядра сдвига (n

G
 = 1) ука­

занные упруго­диссипативные параметры мате­
риала описываются следующим образом [2]:

Математические преобразования (двойное 
интегрирование по частям и приведение подоб­
ных слагаемых) позволяют получить выражение

позволяющее вычислить (например, методом 
наименьших квадратов) параметры ядра сдвига 
при различной частоте прикладываемой динами­
ческой нагрузки.

Как отмечено во введении, параметры вяз­
коупругой модели Прони могут быть найдены 
на основе ее идентификации по результатам ста­
тических испытаний на одноосное растяжение 
при постоянной скорости нагружения. Скорость 
деформации в этом случае пропорциональна 
скорости движения захватов испытательной ма­
шины и об ратно пропорциональна рабочей дли­
не образца. Для определения параметров ядра 
Прони можно также использовать результаты 
испытаний материалов на одноосное сжатие, 
в предположении малости коэффициента тре­
ния в контакте опорных плит машины с поверх­
ностью образца.

При постоянстве коэффициента Пуассона ма­
териала n = const записываются следующие соотно­
шения для материальных функций (ядер) Прони:

После математических преобразований по­
лучим аналитическую зависимость силы от вре­
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мени при испытании стандартного образца на 
релаксацию [6]:

Применяя метод наименьших квадратов, по­
лучим систему алгебраических уравнений, из ко­
торой можно найти параметры функции сдвиго­
вой релаксации.

Для верификации линейной вязкоупругой мо­
дели Прони далее использовались результаты ис­
пытаний антифрикционных полимерных компо­
зитов в условиях одноосного деформирования при 
постоянной скорости нагружения V

0
 [4]. При ус­

ловии, что осевая деформация в окрестности про­
извольной точки ε

11
 линейно зависит от времени,  

 
т. е.  (последнее равенство верно при пред­

положении малости изменения рабочей длины 
образца в процессе деформирования), получим 
зависимости усилия сжатия (растяжения) от гео­
метрических, кинематических и механических па­
раметров [7]:
­ при n

G
 = 1

­ при n
G
 = 2

Невязка, характеризующая отклонение рас­
четного усилия от его экспериментального значе­
ния, имеет следующий вид:

В вышеприведенной зависимости в качестве 
расчетных точек были взяты 4 значения, каче­
ственно характеризующие расчетную кривую (для 
повышения точности число точек может быть уве­
личено). Используя метод наименьших квадратов, 
получим систему нелинейных алгебраических 
уравнений 2­го порядка:

При решении указанной системы предпола­
гались известными модуль Юнга и коэффициент 
Пуассона, полученные из начального участка диа­
граммы деформирования [2, 4].

Результаты и их обсуждение. Как отмечено 
в обзоре [8], вязкость и упругость полимерных 

композитов во многом определяются структури­
рующим действием наполнителя в межфазной об­
ласти. Исходя из необходимости управления про­
цессами релаксации и ползучести полимерных 
материалов конструкционного и антифрикцион­
ного назначения, необходимы систематические 
исследования влияния состава и морфологии 
на полнителя на вязкоупругие свойства полимер­
ной матрицы. Предлагаемая и описанная выше 
методика была апробирована на дисперсно­ар­
мированных композитах, получаемых введением 
в полимерной матрицу микро­ и наноразмерных 
частиц или волокон [9].

В частности, проводились статические меха ни­
ческие испытания на растяжение по ГОСТ 11262­80 
сверхвысокомолекулярного полиэтилена (CВМПЭ) 
и композитов на его основе с наполнителем в виде 
углеродных волокон (УВ), коллоидного графита 
(КГ) и углеродных нанотрубок (УНТ) [10]. Ча­
стицы КГ добавляли в композит для повышения 
адгезии между полимерной матрицей и углерод­
ным волокном. Использовали стандартные образ­
цы в форме лопаток с рабочей длиной l

0
 = 20 мм, 

шириной b = 4 мм и толщиной h = 1 мм. Испы­
тания проводились при скорости нагружения V

0
, 

равной 5 и 20 мм/мин, при температуре 25 °C. Со­
ответствующие экспериментальные зависимости 
при ведены на рисунке 1.

а

б

Рисунок 1 — Диаграммы растяжения СВМПЭ и композитов 
на его основе при скорости деформирования 5 мм/мин (а) 

и 20 мм/мин (б): 1 — СВМПЭ; 2 — СВМПЭ + 10 мас. % УВ; 
3 — СВМПЭ + 10 мас. % УВ + 0,5 мас. % КГ; 

4 — СВМПЭ + 1 мас. % УНТ
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При определении параметров ядра Прони ис­
пользовали значения модуля Юнга и коэффици­
ента Пуассона, найденные по начальному участку 
диаграммы деформирования. Эксперименталь­
ные значения напряжений σ

i
 и деформаций ε

i
, со­

ответствующие характерным участкам диаграмм 
растяжения СВМПЭ и 3­х композитов на его ос­
нове, приведены в таблице 1.

Систему нелинейных алгебраических уравне­
ний, полученных методом наименьших квадратов, 
решали в вычислительной среде MathCad 2001. 
В таб лице 2 даны значения реологических пара­
метров G

1
, λ

1
, а также модуля упругости E иссле­

дованных полимерных материалов для двух ско­
ростей деформирования (коэффициент Пуассона 
всех материалов предполагался равным 0,45).

Наименьшие значения модуля упругости соот­
ветствуют чистому СВМПЭ и СВМПЭ, наполнен­
ному углеродными нанотрубками, что объясняет­
ся низкой адгезией между матрицей и ука занным 
наполнителем. Армирование СВМПЭ микрово­
локнами углерода приводит к заметному увеличе­
нию модуля упругости.

Динамический механический анализ выпол­
няли на приборе DMA Q 800 (ИММС НАН Бела­
руси) по схеме трехточечного изгиба при 4­х часто­
тах нагружения: 1; 3; 10; 30 c–1. Экспериментальные 
зависимости модуля накопления и тангенса потерь 
от температуры приведены на рисунке 2.

Полученные по данным ДМА реологические 
параметры приведены в таблице 3.

В таблице 4 даны значения параметров ядра 
Прони, полученные при обработке результатов 
динамического механического анализа с исполь­
зованием предложенной методики (параметр G

0 

соответствует начальной стадии процесса дефор­
мирования).

Как видно из таблицы 4, значения парамет­
ра G

1
, полученные методом ДМА и по данным ис­

пытаний на статическое растяжение при относи­

Состав 

композита

Скорость нагружения, 

мм/мин
E, MPa σ

1
, МПа / ε

1
, % σ

2
, МПа / ε

2
, % σ

3
, МПа / ε

2
, % σ

4
, МПа / ε

4
 , %

СВМПЭ
5 402 14,0/30 13,5/100 13,8/150 15,0/200

20 310 15,0/30 15,1/100 15,13/150 15,3/200

СВМПЭ + 
+10 мас. % УВ

5 563 15,0/30 13,5/100 13,0/150 13,5/200

20 347 16,25/30 16,0/100 16,5/150 17,25/200

СВМПЭ +
+ 10 мас. % УВ +

+ 0,5 % КГ

5 531 12,75/30 11,0/100 11,5/150 12,0/200

20 321 16,25/30 14,4/100 15,0/150 15,6/200

СВМПЭ + 
+ 1 мас. % УНТ

5 471 12,0/30 12,3/100 12,5/150 13,0/200

20 276 12,5/30 13,2/100 15,0/150 17,5/200

Таблица 1 — Характерные значения напряжений и деформаций, полученные из испытаний на статическое растяжение образцов 
СВМПЭ и композитов на его основе

Состав композита V
0
, мм/мин E, MPa G

1
, МПа λ

1
, мин

СВМПЭ
5 402 133,6 0,139

20 310 101,6 0,051

СВМПЭ+10% мас. УВ
5 563 188,9 0,077

20 347 113,7 0,047

СВМПЭ+10 мас. % УВ +0,5 мас. % КГ
5 531 178,5 0,067

20 321 105,8 0,054

СВМПЭ+1 мас. % УНТ
5 471 156,8 0,064

20 276 88,5 0,038

Таблица 2 — Значения параметров ядра Прони для СВМПЭ и композитов на основе, полученные по результататам статических 
испытаний на растяжение

Рисунок 2 — Зависимости модуля накопления 
(Storage Modulus, МПа) и тангенса механических потерь 

(Tan Delta) от температуры для СВМПЭ и композитов на его 
основе: 1 — СВМПЭ; 2 — СВМПЭ + 10 мас. % УВ; 

3 — СВМПЭ + 10 мас. % УВ + 0,5 мас. % КГ; 
4 — СВМПЭ + 1 мас. % УНТ
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тельно более высокой скорости деформирова ния 
различаются не более чем на 20 %. Для исследо­
ванных композитов на основе СВМПЭ характер­
но постоянство времени релаксации λ

1
, что го­

ворит о подобии их реологического поведения, 
обусловленном главным образом вязкостью поли­
мерной матрицы (СВМПЭ).

Заключение. Сопоставление реологических 
параметров модели Прони, определенных по ре­
зультатам стандартных статических испытаний 
на растяжение и динамического механического 
анализа, позволяет судить о достоверности вяз­
коупругой модели Прони и целесообразности ис­
пользования метода динамического механическо­
го анализа при выполнении расчетов элементов 
конструкций из полимерных материалов.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
БРФФИ (проект Т16Р­202).

Список обозначений

Э
ij
(t), s

ij
(t) — девиаторы тензоров деформаций и 

напряжений, соответственно; G — мгновенный 
модуль сдвига; K — мгновенный модуль объемной 
деформации;  — ядро ползучести; θ = ε

kk
 — от­

носительное изменение объема (первый инвари­
ант тензора деформаций); σ = σ

kk 
/3 — среднее (ги­

дростатическое) напряжение (первый инвариант 
тензора напряжений); R(t) — ядро релаксации ма­ 
 
териала;  — функция сдвиговой 

релаксации в модели Прони;  — 

функция объемной релаксации в модели Прони; 
G

0
 — свободный параметр ядра Прони; G

1
 — пара­

метр ядра Прони при экспоненциальном слагае­
мом; λ

1
 — параметр времени релаксации ядра 

Прони; n
G
 — число экспоненциальных слагаемых 

в функции сдвиговой релаксации; n
K
 — число экс­

поненциальных слагаемых в функции объемной 
релаксации; λ, m, E, n — параметры Ламе, модуль 
Юнга и коэффициент Пуассона, соответственно; 
V

0
 — cкорость нагружения; Gα′(ω), Gα″(ω) — теоре­

тические модули накопления (storage) и потерь 
(loss), соответственно; G

1i
 — экспериментальные 

модули накопления; ω
i
 — частота динамической 

нагрузки; P(t) — усилие в поперечном сечении об­
разца; ε

0
 — деформация релаксации при сжатии; 

ε
11

 — осевая деформация в окрестности произ­
вольной точки; S

0
 — начальная площадь сечения 

образца; S
1
 — текущая площадь сечения образца; 

t — текущее время испытания на растяжение; T — 
температура.
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Состав 

композита
ω

i
, с–1 1 3 10 30

СВМПЭ
G

1i
, 

МПа
1055 1099 1131 1152

СВМПЭ +
+ 10 мас. % УВ

G
1i
, 

МПа
1473 1523 1559 1581

СВМПЭ + 
+ 10 мас. % УВ +
+ 0,5 мас. % КГ

G
1i
, 

МПа
1569 1625 1665 1690

СВМПЭ+
+1 мас. % УНТ

G
1i
, 

МПа
1121 1166 1198 1217

Таблица 3 — Значения модуля накопления СВМПЭ 
и полимерных композитов на его основе для различной 
частоты нагружения

Состав 

композита
G

0
, MPa G

1
, МПа λ

1
, мин.

СВМПЭ 1041 95,3 0,007

СВМПЭ + 10 мас. % УВ 1457 107,9 0,007

СВМПЭ + 10 мас. % УВ + 
+ 0,5 мас. % КГ

1551 120,6 0,007

СВМПЭ + 1 мас. % УНТ 1106 96,8 0,007

Таблица 4 — Характерные значения параметров ядра Прони для 
СВМПЭ и композитов на основе, полученные по результатам ДМА
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DETERMINATION OF RHEOLOGICAL PARAMETERS OF POLYMER 
MATERIALS BY IDENTIFICATION OF PRONY VISCOELASTIC MODEL 
ACCORDING TO DATA OF STATIC AND DYNAMIC TESTS

A method for determining the rheological parameters of the Prony model describing the process of viscoelastic 
deformation of a material was developed by its identification based on the results of dynamic mechanical analysis. 
For the approbation of method the static (uniaxial stretching) and dynamic (three­point bending) mechanical 
tests of polymer composites were carried out. Based on the analytical dependence of the storage modulus on the 
parameters of the Prony model, the parameters of the shear function are determined. The results of static and 
dynamic analysis are in good agreement. The proposed technique allows us to accelerate the determination of 
rheological parameters of polymer materials and recommended for calculating the stress­strain state of structural 
elements and friction joints during their long operation at elevated temperature.

Keywords: polymer materials, viscoelastic strains, Prony model, identification, static mechanical tests, dynamic 
mechanical analysis
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