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В различных отраслях современной техники 
(авиа­, ракето­, судостроение) находят применение 
элементы конструкций с периодически меняющей­
ся структурой, например, пластины и оболочки, 
подкрепленные ребрами жесткости, гофрирован­
ные и т. д. Расчет их напряженно­деформирован­
ного состояния, как правило, сводится к решению 
системы дифференциальных уравнений соответ­
ствующей теории оболочек или пластин с пери­
одически меняющимися коэффициентами или 
конструктивно наведенным типом анизотропии. 
Цилиндрические оболочки с продольными ребра­
ми жесткости можно рассматривать как тонкие 
трубы с резко изменяющейся (вплоть до разрыва) 
толщиной поперечного сечения. Теории и расчету 
таких оболочек аналитическими и численными ме­
тодами посвящено большое количество работ (см., 
например, монографии [1–5]).

Однако во многих технических конструкциях су­
ществуют элементы в виде толстостенных цилиндров 
с плавным (возможно, периодическим) изменением 
толщины поперечного сечения или с волнистым 
внутренним и внешним контуром. Определение 
упругого напряженно­деформированного состояния 
(НДС) цилиндров необходимо для получения оцен­
ки квазистатической или циклической (усталостной) 
прочности. Расчет таких объектов на нагружение вну­
тренним давлением при достаточно произвольной 
функции изменения толщины поперечного сечения 
по угловой координате возможен только современ­
ными численными методами МКЭ, реализованны­
ми в пакетах прикладных программ [5–9].
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Однако во многих случаях границы цилин­
дров содержат малые периодические по окружной 
координате отклонения от окружности. В этих 
случаях расчет напряжений можно быстро и эко­
номно выполнять методами теории возмущений 
(разложения по малому параметру) [10], уменьшая 
размерность задачи и сводя двумерную или даже 
трехмерную задачу теории упругости к системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений по 
радиальной координате, которую можно быстро 
решать аналитически или численно [11–13]. Та­
кой метод экспресс­анализа облегчает проведение 
параметрических расчетов по определению опти­
мальных условий эксплуатации.

Данный подход применен к расчету НДС 
упругой трубы с периодически возмущенной ге­
ометрией внутреннего контура под действием 
внутреннего давления. Случай, когда и внешний 
контур отличен от окружности, также легко рас­
сматривается предлагаемым методом.

Постановка задачи. Полагается, что рассма­
триваемая длинная труба имеет переменный вну­
тренний радиус поперечного сечения, нагружена 
внутренним давлением и находится в условиях 
плоского деформированного состояния. Система 
уравнений теории упругости в цилиндрических 
координатах r, θ, z имеет вид [14]
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Напряжения σ
rr
, σθθ, σzz

, σ
rθ связаны с деформа­

циями ε
rr
, εθθ, εrθ законом Гука:

где λ и m — коэффициенты Ламе. Связь деформа­
ций и смещений u

r
, uθ имеет вид

Внешний контур является окружностью 
радиу са b (рисунок 1). Внешний контур свободен 
от напряжений: σ

rr
 = 0, σ

rθ = 0.
Граничные условия на внутреннем контуре 

имеют вид: σ
nn

 = –P
a
; σ

nt = 0. Форма внутреннего 
контура близка к окружности радиуса a и описы­
вается уравнением r = a(1 + εg(θ)). Величина ε << 1 
является малым параметром.

Функция g(θ) определена при –p ≤ θ ≤ p и яв­
ляется периодической функцией с периодом 
–p/N ≤ θ ≤ p/N (рисунок 2).

Для решения конкретной задачи в дальней­
шем функция g(θ) выбрана в виде (см. рисунок 2):

Разложения в ряд Фурье этой функции и ее 
производной имеют вид:

Формула для коэффициентов написана в раз­
вернутом виде, чтобы наглядно представить резуль­

таты предельных переходов при k → 0 и kNd → p / 2. 
При k = 0 выражение для g

0
 имеет вид g

0
 = 2Nθ

0 
/ p.

Для учета граничных условий на внутреннем 
контуре требуется определить компоненты норма­
ли и касательной к этому контуру через функцию 
формы g(θ). Угол α между направлением нормали 
к внутреннему контуру и радиальным направле­
нием можно выразить через угловую координату θ 
и наклон касательной y к линии внутреннего кон­
тура α = y + p/2 – θ (рисунок 3).

Наклон касательной можно определить следу­
ющим образом

Отсюда можно получить искомые приближен­
ные формулы для определения α с необходимой 
в дальнейшем точностью:

Компоненты нормали будут равны
n

r
 = cosα, nθ = sinα.

Для краткости выражений в дальнейшем вве­
дем обозначения:

σ = σ
rr
, σ = σθθ, t = σ

rθ, S = σ
zz

, u = u
r
, v = uθ.

Выражения для нормальных и касательных 
напряжений на внутреннем контуре после не­
сложных, но громоздких выкладок, можно приве­
сти к виду

Рисунок 1 — Сектор с ячейкой периодичности

Рисунок 2 — Функция формы границы g(θ)

Рисунок 3 — Определение нормали и касательной к границе
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Асимптотический анализ. Решение ищем в виде 
асимптотического разложения по малому парамет­
ру ε << 1:

Для постановки граничных условий на вну­
треннем контуре можно вывести приближенные 
асимптотические представления:

Подставим эти асимптотические разложения 
в систему уравнений теории упругости и гранич­
ные условия, приравняем члены при нулевой 
и пер вой степени малого параметра ε. В результате 
получим две задачи для первых членов разложе­
ния компонент смещений и напряжений.

Уравнения осесимметричной задачи для нуле­
вого приближения имеют вид:

и дополняются следующими граничными условиями:

Распределение компонент напряжений 
(и их производных) для осесимметричного на­
гружения невозмущенного внутреннего кон­
тура (ε = 0) давлением P

a
 (задача для нулевого 

приближения) хорошо известно и определяется 
формулами [14]:

В дальнейшем будем использовать это реше­
ние. Учтем также, что при r = 1

Для первого приближения уравнения неосе­
симметричной задачи имеют вид:

и дополняются граничными условиями:

Решение неосесимметричной задачи для пер­
вого приближения будем строить с помощью 
разложения искомых функций в ряды Фурье, со­
ответствующие разложению в эти ряды правых ча­
стей граничных условий, т. е. функций g(θ) и g′(θ):

Для коэффициентов Фурье этих разложений, 
зависящих от радиальной координаты, полу­
чим систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений:

с граничными условиями

где

или

Здесь и далее используются безразмерные пе­
ременные. Напряжения и коэффициенты упруго­
сти отнесены к λ + 2m, безразмерные координаты 
отнесены к характерному радиусу внутреннего кон­
тура a, введены обозначения n = kN, , 

.
Из выписанной выше системы уравнений 

можно исключить s
1k

 по формуле
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В итоге получим систему однородных по ради­
альной координате обыкновенных дифференци­
альных уравнений:

с граничными условиями:

Решение задачи для первого приближения. Об­
щее решение системы уравнений первого прибли­
жения было найдено в виде суммы четырех фунда­
ментальных степенных решений с показателями 
g

l
, подлежащими определению:

Система ОДУ перейдет в однородную линей­
ную систему четырех уравнений:

Исключая σ
kl
 и t

kl
, получим два однородных 

уравнения для u
kl
 и v

kl
:

Детерминант D этой системы уравнений равен

Приравнивая его к нулю для разрешимости 
этой однородной системы, получим действитель­
ные значения четырех степенных показателей g

l
:

Имеют место соотношения

Из них несложно получить выражения для 
конс тант степенного разложения:

И далее функции — коэффициенты Фурье, за­
висящие от радиальной координаты:

Эти функции следует подставить в гранич­
ные условия, из которых получим разрешающую 
систему для четырех неизвестных u

kl
, l = 1,4 при 

любых k = 1,2,3 …

Неизвестные u
kl
 из этой системы найти не­

сложно, но формулы будут иметь громоздкий, 
мало обозримый вид.

Найдем приближенные, но весьма близкие 
к точным, решения этой системы для важного при­
кладного случая n = kN >> 1. Этот случай выпол­
няется, если внутренний контур кольца состоит из 
многих, периодически повторяющихся участков. 
Для этого достаточно, чтобы N >> 1.

Сделаем замену переменных:

Система примет вид:

Отсюда видно, что в принятых предположени­
ях первыми двумя членами в первых двух уравне­
ниях системы можно пренебречь за счет степен­
ного множителя 1 / b2n << 1.

При этом система расщепляется, и неизвест­
ные находятся поочередно из двух пар уравнений.

Первая пара уравнений относительно u
k2

 и u
k4

:

И затем вторая пара уравнений относительно 
u

k1
 и u

k3
:
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Этими неизвестными в итоге можно пренебречь.
Решим систему относительно u

k2
 и u

k4
. После 

вычисления коэффициентов эту систему можно 
записать в виде:

Из нее следуют решения:

или

Выражения для коэффициентов Фурье напря­
жений принимают вид:

Значение σ
10

, соответствующее малой осесим­
метричной добавке в нагрузку на внутренний кон­
тур из­за отклонения его формы от окружности, 
определим отдельно:

Эту поправку, умноженную на ε, можно 
вклю чить в исходное давление P

a
, приложенное 

к внут реннему контуру. Таким образом, осесим­
метричное решение следует строить, исходя из 
нормальной нагрузки, равной –P

a
*, где

Окончательное решение для радиальных и ка­
сательных напряжений примет вид:

Таким образом, с использованием метода раз­
ложения по малому параметру удалось получить 
решение достаточно сложной двумерной задачи 
теории упругости в виде рядов Фурье с известны­
ми коэффициентами, которые можно просумми­
ровать численно, добившись практической сходи­
мости сумм конечного числа членов ряда.

Примеры расчетов. Расчеты были проведены 
для следующих значений параметров задачи:

N = 12; b = 1,33; θ
0
 = 0,0653p /N = 0,171; 

p /N = 0,262; P
a
 = 0,001; d = 0,163θ

0 
= 0,028; 

θ
1
 = θ

0
 – d = 0,143; θ

2
 = θ

0
 + d = 0,199.

При суммировании рядов Фурье практическая 
сходимость с большим запасом достигалась при 
k

max 
~ 30.
На рисунках 4–7 показаны линии уровня ком­

понент напряжений σ, t, s и корня из второго ин­
варианта девиатора тензора напряжений:

Рисунок 4 — Напряжение σ

Рисунок 5 — Напряжение τ
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определяющего начало процесса пластического 
течения. Показан сектор поперечного сечения 
цилиндра для 0 ≤ |θ| ≤ p /N и 1 ≤ r ≤ 1,33. В окрест­
ности линии излома внутреннего контура хорошо 
видна зона концентрации напряжений, особенно 
для t, s и .

На рисунках 8–10 показаны примеры расчетов 
полей напряжений для внутренней поверхности 
цилиндра, представляющей собой чистую косину­
соиду θ

0
 = p / (2N), d = θ

0
. Показаны результаты 

для N = 12 и N = 24.

Рисунок 6 — Напряжение s

Рисунок 7 — Интенсивность 

Во всех рассмотренных случаях особый инте­
рес представляют компоненты касательных на­
пряжений t и их максимальный уровень в зонах 
резкого изменения кривизны внутреннего конту­

а

б

Рисунок 8 — Распределение σ для N = 12 (а) и N = 24 (б)

а

б

Рисунок 9 — Распределение s для N = 12 (а) и N = 24 (б)

а

б

Рисунок 10 — Распределение τ для N = 12 (а) и N = 24 (б)
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ECONOMICAL NUMERICAL-ANALYTICAL METHOD FOR CALCULATING 
THREE-DIMENSIONAL DEFORMATIONS OF ELASTIC PIPES OF VARIABLE 
CROSS SECTION

In this paper it is shown that the problem of quasistatic three­dimensional stress­strain state of elastic pipes of 
a variable cross­section under the influence of internal pressure can be solved economically and quickly by 
a numerical­analytical rapid analysis method based on perturbation theory and the expansion of the solution with 
respect to a small parameter.
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ра. Сравнивая эти значения с пределом прочности 
материала, можно оценить допустимый уровень 
внутреннего давления на внутреннюю поверх­
ность цилиндра.

Выводы. В работе с использованием метода 
возмущений предложено простое решение зада­
чи о квазистатическом напряженно­деформиро­
ванном состоянии толстых цилиндров (труб) пе­
ременной толщины под действием внутреннего 
давления. Исследован случай, соответствующий 
многим прикладным задачам, когда внутренний 
контур цилиндра немного отличается от окружно­
сти. Определено напряженно­деформированное 
состояние и концентрация напряжений в окрест­
ности участков относительно малого радиуса кри­
визны внутреннего контура упругого цилиндра. 
Решение получено в виде относительно простых 
формул для быстро сходящихся рядов, представ­
ляющих двумерные распределения компонент 
напряжений.

Предложенный метод значительно облегчает 
проведение параметрических расчетов по опреде­
лению оптимальных условий эксплуатации и полу­
чению оценки квазистатической или циклической 
(усталостной) прочности элемента конструкции.

Работа поддержана грантом РФФИ 15­08­
02392­а.
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