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В работе рассматривается природа гидроди­
намических механизмов возбуждения вибраций 
теплообменных пучков труб в поперечном по­
токе жидкости. Такое возбуждение связано с кол­
лективными процессами в пучке, состоящем из 
большого числа трубок, а возбуждающие силы по­
рождаются нестационарным отрывным те че нием 
в межтрубном пространстве [1–5]. Математиче­
ское описание явления требует разработки доста­
точно сложных моделей.

На основании проведенного анализа резуль­
татов экспериментальных исследований поведе­
ния пучков труб при срывном обтекании с учетом 
линейности гидродинамического взаимодействия 
между колеблющимися трубами создана матема­
тическая модель гидроупругого механизма воз­
буждения колебаний трубного пучка.

Эта модель описывает гидроупругий механизм 
возбуждения как развитие неустойчивости не воз­
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На основании проведенного в работе анализа результатов экспериментальных исследований 
поведения пучков труб при срывном обтекании потоком создана математическая модель гидро­
упругого механизма возбуждения колебаний трубного пучка. Проблема возникновения гидро упругого 
возбуждения пучка труб сводится к развитию неустойчивости невозмущенного состояния упругих 
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и достаточное условие устойчивости пучка труб, выраженное через безразмерные параметры 
системы. В работе используются два численных вихревых метода расчета: метод дискретных 
вихрей и метод вязких вихревых доменов. Цель исследования — разработка методики определения 
недопустимых значений скорости потока и обеспечение безопасности эксплуатации трубчатых 
теплообменных аппаратов.
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мущенного состояния упругих труб в условиях 
их достаточно тесного расположения и срыв­
ного обтекания.

На основании разработанной математичес кой 
модели [6] стало возможным оценить устойчи­
вость состояния рассматриваемой конфигурации 
боль шо го пучка труб при его срывном обтекании 
в поперечном потоке, основываясь на подходе 
Ляпунова.

Для определения наиболее эффективного чис­
ленного метода с целью построения указанной 
мо дели было проведено представительное тести­
рование современных вихревых численных мето­
дов для успешного решения целого ряда задач, учи­
тывая сравнение с экспериментальными дан ными 
отечественных и зарубежных исследователей [7–10]. 
На основании полученных результатов при прове­
дении всех численных экспериментов был выбран 
метод вязких вихревых доменов (рисунок 1).
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Математическая модель. Рассматривается 
сис те ма уравнений движения трубок Бернулли–
Эйлера (1):

где  — вектор отклонений 
осевых линий трубок пучка от невозмущенно­
го положения; w

jx
(w

jy
) — отклонение осевой 

линии j­й трубки в направлении оси Ox(Oy); 
b — параметр, учитывающий внутреннее трение 
в материале и конструкционное демпфирование 
трубки; m — по гонная масса трубки с учетом 
находящейся в ней жидкости; EJ — изгибная 
жесткость трубки; F

z
(z, t) — вектор распределенных 

гидродинамических сил, действующих на трубки 
в поперечном потоке жидкости; z — координата 
по направлению длины трубки; t — время.

Не конкретизируя условия закрепления кон­
цов упругих трубок и ограничиваясь рас смот­
рением изгибных колебаний по одной из первых 
форм колебаний, решение системы уравнений (1) 
представим в следующем виде:

где ­мерный вектор от­
клонений осевых линий трубок от невоз му­  
 
щен ного положения;  — собственная  
 
функ ция и собственное число λ, соответствую­
щее рассматриваемой форме колебаний упругой 
трубки как стержня с закрепленными концами. 
При гидроупругом возбуждении колебания трубок 
происходят практически всегда по первой форме 
колебаний, для которой условия возбуждения реа­
лизуются в первую очередь. Поэтому можно считать 
 

 соответствующей главной форме колебаний,  
 
имея в виду, что аналогичное рассмотрение можно 
провести и для высших форм.

Исключая из рассмотрения случайные вы­
нуж денные колебания, возбуждаемые случай ной 
силой (возбуждение типа бафтинга), получим 
сис тему дифференциальных уравнений, описыва­
ющих собственные колебания трубок:

где  — безразмерная собственная  
 
частота отдельной трубки; ω

p1
 — собственная 

частота изгибных колебаний по рассматриваемой 
форме; x — относительное демпфирование; R — 
радиус профиля трубки; U — скорость обтекания  
 
трубок;  — безразмерный массовый пара­  
 

(1)

(2)

метр; r — плотность жидкости; C(t) — матрица 
гидроупругого взаимодействия (матрица гидро­
дина мических сил, зависящих от времени), пример 
элементов которой приведен на рисунке 2; t — 
безразмерное время;  — векторы смещений, 
скоростей и ускорений трубки соответственно.

Произведя преобразование Лапласа для обеих 
частей системы уравнений (2), можно свести рас­
сматриваемую систему дифференциальных урав­
нений к системе алгебраических уравнений:

где S(p) — преобразование Лапласа от C(t); p — 
параметр преобразования Лапласа.

Введем в рассмотрение (2N×2N) матрицу ли­
нейной гидродинамической связи S(p), представ­
ляющую собой результат вычисления некоторого 
интеграла от элементов матрицы гидроупругого 
взаимодействия C(t) — в форме (4):

где nT — число периодов при интегрировании, n → ∞.
Решения системы (3), определяющие коллек­

тивные формы колебаний пучка, совпадают с соб­
ственными векторами матрицы S(p). После приве­
дения указанной матрицы к диагональному виду 
и сокращения на собственные векторы матрицы 
S(p), а также учитывая, что λ

j
(p) — j­е собственное 

значение матрицы S(p), характеристическое урав­
нение системы (3) можно представить в виде

Для устойчивости состояния равновесия 
первоначальной системы необходимо и доста­
точно, чтобы все корни характеристического 
уравнения (5) имели отрицательную действ и­
тельную часть [11]. С использованием разрабо­
танной программы исследуется уравнение (5), ко­
торое определяет устойчивое либо неустойчивое 
состояние системы. Для определения границы 
области устойчивости достаточно рассмотреть 
лишь один из сомножителей в уравнении (5), 
в который входит собственное значение λ(р), 
обладающее максимальной мнимой частью. 
На границе области устойчивости, где p = iω — 
мнимая величина, при учете только величины 
не выше первого порядка малости относительно 
малых параметров x и m

1
 из (5) получим

Соотношения (6) определяют частоту коле­
баний трубок по наименее устойчивой коллек тив ­ 
 
ной форме и критическое значение парамет ра   
 
при заданной безразмерной час тоте. Если из вестна 

(3)

(4)

(5)

(6)
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зависи мость λ(iω
0
), то второе из ра венств (6) по­

зволяет найти критическую ско рость, соответ с­  
 
твующую значению  для ис следуе мо го пучка.

В первом приближении относительно малых 
параметров x и m

1
 необходимое и достаточное 

условие устойчивости имеет вид

Второе из выражений (7) определяет крити­ 
 
чес кое значение параметра , т. е. ха рак теризует  
 
соотношение между силами демп фи рования и де­
стабилизирующими силами гидро ди намического 
взаимодействия на границе области устойчивости.

Постановка численного эксперимента (методика).
1. Один цилиндр колеблется, остальные не­

подвижны (см. рисунок 1). Это повторяется 2N раз 
(отдельно в направлении оси X, отдельно оси Y ), по­
лучаем реализации гидродинамических сил в виде 
матрицы гидродинамического взаимодействия C(t) 
(см. рисунок 2).

2. Получаем матрицу S(p) линейной гидро­
динамической связи по формуле (4).

3. Находим λ
j
(p) — собственные значения 

матрицы S(p). Из всех собственных значений на­
ходим одно λ, обладающее максимальной мни­
мой частью. На границе области устойчивости 
p = iω — мнимая величина. Получим критическое  
 
значение параметра из выражения (6): 

4. Повторяем все пункты (1–3) с другой скоро­
стью обтекания. Получаем границу области устой­
чивости для пучка (рисунок 3).

На рисунке 1 приведен пример численного 
эксперимента, проведенного методом вязких вих­
ревых доменов, для определения не ста цио нарных 
гидродинамических сил, дейст вующих на каждую 
из трех труб ряда [6].

(7)

Для решения задачи устойчивости труб ного 
пучка было введено понятие матрицы гидро­

ди намического взаимодействия, элементы ко­
торой представляют собой временные реали­
зации коэф фициентов гидродинамических сил 
на рисунке 2.

В работе предложен способ определения 
данной матрицы для большого пучка труб с ре­
гулярной компоновкой поперечного сечения 
путем расчета гидродинамических сил для не­
большого фрагмента пучка. В спектре вы­
численных реализаций нестационарных гидро­
динамических сил, действующих на трубки при 
их срывном обтекании, выделялась дискретная 
составляющая на частоте колебаний профиля — 
формула (4).

В работе представлен один из примеров иссле­
дования устойчивости однорядного пучка, осно­
ванный на расчете матрицы линейной гидродина­
мической связи в типовой ячейке из трех трубок 
(см. рисунок 1).

Результаты, проиллюстрированные диаграм­
мой, представленной на рисунке 3, получены 
следующим образом. На 15 различных уровнях, 
при 15 различных частотах, (имитирующих соб­
ственные частоты колебаний трубок) запол няются 
15 матриц размерностью [6×6] в соответствии со 

Рисунок 1 — Численный эксперимент  методом вязких 
вихревых доменов для трех трубок, одна из которых совершает 

гармонические колебания с небольшой амплитудой на частоте ω
j
 

в направлении оси X или Y

Рисунок 2 — Элементы матрицы С
jyix

 гидродинамического 
взаимодействия размерностью [4×4] для ряда из двух труб. 

Здесь С
2y1x

 — коэффициент гидродинамической силы, 
действующей на второй цилиндр в на прав лении оси Y 
от колебаний первого цилиндра в на правлении оси X

Рисунок 3 — Граница области устойчивости для ряда труб 
(q = t / D = 1,41): сплошная линия — расчет для ряда из 

трех трубок; штриховая линия — кривая, построенная по 
экспериментальным данным Коннорса для бесконечного ряда 

труб; t — межтрубное расстояние; D — диаметр трубки
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схемой, представленной на рисунке 1. После опре­
деления собственных чисел матрицы линейной 
гидродинамической связи находится наибольшая 
мнимая часть всех собственных чисел матрицы. 
Расчетные точки кривой устойчивости для трех 
трубок на 15 уровнях, полученные по формуле (7), 
представлены на рисунке 3.

На рисунке 3 представлены также результаты 
экспериментального измерения критической 
ско рости потока по данным работы Коннорса, 
полученные путем непосредственного анализа 
амплитудно­скоростных характеристик одноряд­
ного пучка с густотой q = 1,41. При этом наблюда­
ется удовлетворительное соответствие расчетных 
результатов с экспериментальными данными ра­
боты Коннорса [1].

Предполагается, что для больших пучков с ре­
гулярной компоновкой поперечного сечения до­
статочно исследовать гидродинамические связи 
в типовой ячейке фрагмента пучка труб. При этом 
эксперимент может проводиться на модельном 
пучке с геометрически подобной типовой ячей­
кой, состоящей из меньшего числа трубок.

Таким образом, при рассмотрении задачи 
устойчивости пучков труб в работе были получены 
следующие основные результаты:
­ определено необходимое и достаточное условие 
устойчивости пучков труб, выраженное через их 
безразмерные параметры, включающие в себя 
логарифмический декремент колебаний, без раз­
мер ный массовый параметр пучка и собственное 
число матриц линейной гидродинамической 
свя зи, а также проведено сравнение полученных 
ре зуль татов с результатами физических экспе­
риментов;
­ на основе рассчитанных характеристик опре­
делена критическая скорость для конкретного 
пучка труб с заданными конструктивными па­
раметрами, значение которой проверялось пу тем 
сравнения результатов с имеющимися в лите­
ратуре экспериментальными данными (S. Chen, 
J. Connors [1], J. Jendrzejczyk, R. Hartlen, M. 
Paidoussis, S. Price[5], S. Takahara, H. Tanaka [4], 
А.А. Жукаускас, В.И. Катинас и др.).

Основные результаты. Проведен теоретиче­
ский анализ представленной модели гидроупру­
гого механизма возбуждения, который позволил 
выделить специфический критерий подобия для 
гидроупругого возбуждения вибраций.

Разработан алгоритм для численного опре­
де ления матриц линейной гидродинами ческой 
свя зи для конкретных пучков труб. Достовер­
ность алгоритма и составленных по нему прог­
рамм проверена путем сравнения результа тов 
численных экспериментов с известными данны ми 
физического эксперимента.

Получено необходимое и достаточное усло­
вие устойчивости фрагмента пучка, выраженное 
через безразмерные параметры системы и оценку 

собственных чисел матриц линейной гидро ди­
намической связи, построенных для рассматри­
ваемого пучка труб.

Предложен способ определения нестационар­
ных гидродинамических сил на трубках в пучках 
с регулярной компоновкой поперечного сечения, 
состоящих из большого числа трубок путем 
расчета сил для небольшого фрагмента пучка.

Определены величины критической скорости 
теплоносителя в зависимости от безразмерного 
параметра, включающего в себя логарифмический 
декремент колебаний, безразмерный массовый 
параметр пучка и собственное число матриц 
линейной гидродинамической связи, а также 
про ведено сравнение полученных результатов 
с результатами физического эксперимента для 
пучка с теми же параметрами.

Практическая ценность данного подхода сос­
тоит в возможности математического модели­
рования гидроупругой неустойчивости пучка труб 
путем моделирования неустойчивости фрагмента 
рассматриваемого пучка.

Предлагаемые в работе подходы обеспечи­
вают получение необходимых данных без привле­
че ния сложного и дорогостоящего натурно­
го фи зи чес кого эксперимента, ограничиваясь 
числен ными исследованиями на основании 
спе циально разработанных алгоритмов, что поз­
воляет проводить динамический анализ гидро ди­
намических нагрузок и коэффициен тов си ло  вого 
взаимодействия для многокомпонентных конс­
трукций методом численного эксперимента для 
всего возможного диапазона скоростей потока 
в реальном времени. Разработанные программы 
представляют результаты расчетов срывного об­
текания многокомпонентных систем труб в на­
глядной форме с привлечением анимации.

Обозначения

 — число Рейнольдса;
 

 — число Струхаля;
 

 — коэффициент силы сопротивления;
 

 — коэффициент подъемной силы;

 — густота пучка (t — расстояние между  
 
центрами труб);
 

 
— безразмерная собственная частота  

 
колебаний трубы;
 

 — безразмерная скорость обтекания;
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 — безразмерный массовый параметр;

 — безразмерный параметр демпфи ро­  
 
вания;
ω

т
 — собственная частота изгибных колебаний по 

рассматриваемой форме;
x — относительное демпфирование;
R — радиус профиля трубы;
U — скорость обтекания труб;
r — плотность жидкости;
C(t) — матрица гидроупругого взаимодействия 
(матрица гидродинамических сил, зависящих от 
времени);
t — безразмерное время;

 — векторы смещений, скоростей и ускоре­
ний трубки соответственно.
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СRITICAL SPEED NUMERICAL DETERMINATION FOR ARBITRARY TUBE 
BUNDLE IN FLUID FLOW

On the basis of the analysis results of experimental behavior of tube bundles under separated flow, the mathematical 
model for hydroelastic vibration excitation mechanism of tube bundle was developed. The problem of the onset of 
hydroelastic excitation of a tube bundle reduces to the development of an instability of the unperturbed state of 
elastic tubes. On the basis of a theoretical study of the mathematical model, a necessary and sufficient condition 
for the stability of the tube bundle, expressed through the dimensionless parameters of the system, was obtained. 
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Two numerical vortex calculation methods are used in this paper: the method of discrete vortices and the method of 
viscous vortex domains. The aim of the study: developing methods for flow velocity unacceptable values and tube 
heat exchangers operational safety determination.
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