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Введение. В рамках теории упругости для 
определения зон материала, в которых наиболее 
вероятно разрушение конструкции, используются 
различные гипотезы прочности [1]. Представля-
ет интерес разработка численно-аналитического 
способа решения задачи для тел цилиндрической 
формы, поскольку в конструировании часто ис-
пользуются цилиндрические элементы.

Конструкции, которые имеют форму слоисто-
го цилиндра, находят широкое применение в не-
фтяной, газовой и авиационной промышленно-
сти. Как отмечается в обзоре [2], использование 
многослойных конструкций из композитов от-
крывает важный резерв прочности и оптимизации 
конструкций.

Использование соотношений пространствен-
ной теории упругости к изучению таких конструк-
ций позволяет получить более реальную картину 
напряженно-деформированного состояния.

Результаты экспериментальных исследований 
процесса деформации цилиндрических заготовок 
штампом изложены в [3]. Теоретическим иссле-
дованиям деформационной повреждаемости при 
осесимметричной деформации посвящена работа 
[4]. В качестве критерия разрушения авторы ис-
пользуют критерий Мизеса, с точки зрения кото-
рого  распределение потенциальной энергии фор-
моизменения существенно зависит от геометрии 
тела, его упругих характеристик и приложенных 
к телу нагрузок. Численное моделирование прове-
дено методом конечных элементов с использова-
нием программы ANSYS. В работе [5] исследуется 
осадка кругового цилиндра жесткими штампами 
в  условиях установившейся ползучести. Числен-
ное решение строится на основе пакета LS-DYNA. 

Чаще всего во время расчетов исследователи 
пользуются приближенными методами [2–5], по-
этому получение именно аналитических выраже-
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ний для функции потенциальной энергии формо-
изменения является актуальной задачей.

Целью представленной работы является полу-
чение аналитического решения задачи о сдавли-
вании цилиндра усилиями, приложенными к его 
торцам и изменяющимися по параболическо-
му закону. Условия на боковой грани цилиндра 
сформулированы таким образом, чтобы решение 
задачи было точным. В рамках поставленной ста-
тической задачи численно исследуется поведение 
функции, описывающей потенциальную энергию 
формоизменения, а также проводится отыскание 
критических областей деформированного упруго-
го кругового цилиндра конечной высоты с точки 
зрения энергетической гипотезы и влияние пара-
метров на геометрические характеристики бочко-
образности. Численное решение будет реализова-
но на основе пакета МAXIMA.

Постановка задачи. Объектом исследования 
является деформированный упругий круговой 
цилиндр конечной высоты, изготовленный из ма-
териала, обладающего изотропными свойствами. 
Рассматриваются случаи симметричной и несим-
метричной сжимающей нагрузки на основания 
цилиндра.

При построении математической модели за-
дачи предполагается, что круговой цилиндр ра-
диуса R и длины h, ось которого совпадает с осью 
Oz, находится в условиях аксиально-симметрич-
ной деформации, вызванной действием на его 
основания параболических штампов, произво-
дящих сжимающую нагрузку. Считаем, что все 
величины обезразмерены естественным образом: 
параметры подобраны таким образом, что модуль 
Юнга становится равным единице. Будем ис-
пользовать цилиндрическую систему координат 
z, r, q с началом в середине верхнего основания 
и  считать, что ось Oz направлена вниз. В  этом 
случае касательные напряжения t

rq, tzq тожде-
ственно равны нулю, а остальные компоненты 
тензора напряжений и  вектора перемещений не 
зависят от угла q.

При решении задачи будем использовать об-
ратный метод Сен-Венана также как в [6]. Функ-
цию напряжений Эри будем искать в виде поли-
номов Лежандра соответствующей степени от 
двух переменных (радиуса и длины цилиндра), 
что даст возможность точно удовлетворить гра-
ничные условия на нижней и верхней гранях ци-
линдра [7].

После построения бигармонической функций 
напряжений Эри j все ненулевые составляющие 
тензора напряжений и компоненты тензора пере-
мещений определяются по формулам [7]:

(1)

где  — оператор Лапласа, n  — 
 
коэффициент Пуассона.

Также считаем равными нулю касательные 
напряжения на торцах цилиндра и нормальные 
напряжения на его боковой поверхности. Кроме 
этого, будем считать, что точки, находящиеся на 
окружности, ограничивающей среднее попереч-
ное сечение цилиндра (при z = h/2), не перемеща-
ются в вертикальном направлении, то есть жестко 
закреплены по окружности. Нормальные силы, 
приложенные к основаниям цилиндра, описыва-
ются квадратичной функцией от радиальной ко-
ординаты. Запишем оговоренные условия в мате-
матической форме:

где p
0
, p

h
 — максимальные по модулю нагруз-

ки на верхнем и нижнем основаниях цилиндра 
(рисунок  1). Так как задача решается методом 
Сен-Венана, то недостающие граничные условия 
на боковой грани получим из условия попадания 
функции напряжений в заданный класс функций.

Дискретизация граничных условий. Заметим, 
что общее решение сформулированной задачи при 
произвольных граничных условиях неизвестно. 
Отдельно строятся приближенные решения для 
случаев длинного цилиндра, короткого цилиндра 
и «кубического» цилиндра, у которого диаметр 

(2)

(3)

Рисунок 1 — Схема деформации
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и высота есть величины одного порядка [8]. В тех 
случаях, когда высота цилиндра существенно 
меньше диаметра основания (короткий цилиндр), 
и, следовательно, цилиндр приближенно можно 
считать круглым диском, наиболее существенным 
является удовлетворение условий на основаниях 
цилиндра [1].

Воспользуемся решением для короткого ци-
линдра, в котором применяются полиномы Ле-
жандра P

n
(x). Согласно [1] в этом случае функцию 

напряжений Эри j(r, z) нужно искать в виде ряда:

где A
n
, B

n
 — произвольные константы. Мы ограни-

чимся рассмотрением конечного числа слагаемых 
так же, как в [6], то есть выражением

Множитель h2 в первом слагаемом добавлен 
для того, чтобы коэффициенты A

n
, B

n
 имели оди-

наковую размерность (Па). При фиксированном 
значении параметра k количество произвольных 
констант A

n
, B

n
 будет равно 2k.

Заменим граничные условия (3) дискретным 
аналогом:

Покажем, что при значении индекса k  =  6 
сформулированные дискретные условия (4) будут 
эквивалентны непрерывным условиям (3). Функ-
ция j(r, z) в случае k = 6 будет содержать 12 кон-
стант. При использовании формул (1) и (2) кон-
станты A

0
 и A

1
 исчезают, а константы A

2
 и B

2
 входят 

только в выражение для функции перемещений 
w(r, z) в виде линейной комбинации. Таким об-

(4)

разом, получаем девять независимых констант, 
для нахождения которых необходима система из 
девяти уравнений. В таблице 1 приведены по-
линомы Лежандра  
 
и  ��P r z P z r zn

n

n= +( ) +( )+2 2 1 2 2 2/ ,  необходимые для 
составления системы (3), соответствующие вы-
бранному значению параметра n.

Используя данные таблицы 1, можно пока-
зать, что нормальные s

z
(r; z) и касательные t

rz
(r; z) 

напряжения представляются в виде квадратичных 
функций полярной координаты r:

σ

τ
z

rz

r z a z b z r

r z c z d z r

; ;

; .

( ) = ( ) + ( )⋅

( ) = ( ) + ( )⋅

� �

� �

2

2

Если нормальное напряжение s
z
(r; z), записан-

ное в форме (3), совпадает со значением s
z
(r;  z), 

записанным в виде (5), при значениях параметров 
z = 0, r = 0 и при z = 0, r = R, то это означает, что оба 
эти представления совпадают при любых значени-
ях r для z = 0. Аналогичные рассуждения справед-
ливы и для касательных напряжений t

rz
(r; z). Таким 

образом, показана эквивалентность дискретных 
условий (4) и непрерывных условий (3).

Исследование функции энергии формоизме-
нения. Рассмотрим цилиндр, у которого радиус 
основания совпадает с высотой. Значения пара-
метров примем равными R = 1, h = 1, n = 0,3. Бу-
дем рассматривать случаи симметричной (p

0
 = p

h
) 

и несимметричной (p
0
 ≠ p

h
) сжимающих нагрузок. 

Положим p
0
 = 0,1.

Функция энергии формоизменения в поляр-
ных координатах с учетом того, что компонен-
ты t

rq, tzq тождественно равны нулю, запишется 
в виде:

Определив явно компоненты тензора дефор-
маций согласно (1) с учетом граничных усло-
вий  (3), перейдем к численному исследованию 
функции потенциальной энергии формоизме-
нения. Численную реализацию метода решения 
задачи для короткого цилиндра проведем с помо-
щью пакета МAXIMA.

(5)

(6)

n �Pn n ��Pn

1 z 1 z(r2 + z2)

2 –0,5r2 + z2 2 –0,5(r2 – 2z2)(r2 + z2) 

3 –0,5z(–2z2 + 3r2) 3 –0,5z(–2z2 + 3r2)(r2 + z2)

4 0,375r4 – 3r2z2 + z4 4 0,125(3r4 – 24r2z2 + 8z4)(r2 + z2)

5 0,125z(15r4 – 40r2z2 + 8z4) 

6 –0,3125r6 + 5,625r4z2 – 7,5r2z4 + z6

Таблица 1 — Полиномы Лежандра
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На рисунках 2 и 3 изображены графики функ-
ций вертикальных перемещений точек верхнего 
и нижнего оснований, а также внутренних точек 
круга, окружность которого ограничивает среднее 
поперечное сечение (при z = h/2), при симметрич-
ной и несимметричной нагрузках на основания. 
Так как вертикальные перемещения пропорцио-
нальны прикладываемым нагрузкам  (3), для на-
глядности при построении графиков, приведен-
ных на рисунке 2 и рисунке 3, положено p

0
 = 0,25. 

Цифрами 1 и 4 обозначены начальные положения 
точек оснований цилиндра. Цифрами 2 и 3 соот-
ветственно обозначены положения точек нижне-
го и верхнего оснований цилиндра под действием 
сжимающей нагрузки. Вертикальные перемеще-
ния оказались симметричными при одинаковых 
нагрузках и несимметричными при несимметрич-
ных нагрузках, что соответствует физическому 
смыслу задачи. Цифрой 5 на рисунке 3 отмечено 

положение точек среднего поперечного сечения 
цилиндра. Отметим, что при симметричной на-
грузке точки серединного сечения остаются не-
подвижными. Как видим (см. рисунок 3), увели-
чение нагрузки на нижнем основании цилиндра 
привело к «выдавливанию» точек среднего попе-
речного сечения в сторону верхнего основания 
пропорционально увеличению нагрузки. 

Исследование напряжений на боковой гра-
ни цилиндра показало, что при несимметричной 
нагрузке (p

h
  =  2p

0
) график функции нормально-

го напряжения s
r
(1; z) теряет симметричность 

относительно серединного сечения: происходит 
смещения максимума нормального напряжения 
к точкам нижнего основания, напряжения в точ-
ках серединного сечения возрастает пропорцио-
нально увеличению нагрузки. График же функ-
ции касательного напряжения trz(1; z) в точках 
боковой грани при симметричной (p

0
  =  p

h
) и не 

симметричной (p
h
 = 2p

0
) нагрузках на основания 

цилиндра остается симметричным относительно 
оси, проходящей через точки серединного сече-
ния цилиндра, максимальное значение увеличи-
вается по модулю пропорционально прикладыва-
емой нагрузке.

Выпишем аналитические выражения для ка-
сательных и нормальных напряжений соответ-
ственно в явном виде:
- симметричная нагрузка:

- несимметричная нагрузка:

Условия (4), (7) или (4), (8) в совокупности 
дают полную формулировку соответствующей гра-
ничной задачи теории упругости. Так как задача (4) 
решается полуобратным методом, то при услови-
ях (7) и (8) полученные решения будут точными.

На рисунке 4 изображены графики функции 
потенциальной энергии формоизменения F(r, z) 
в случае одинаковой по модулю нагрузки и при 
двойной нагрузке на нижнее основание p

h
  =  2p

0
. 

Как и следовало ожидать, функция потенциаль-
ной энергии формоизменения при симметричной 
нагрузке на основания цилиндра также распре-
деляется симметрично, точка глобального мак-
симума находится на оси цилиндра в ее середи-
не. Сечения двумерного графика функции F(r, z) 
плоскостями r = 0 и z = 0, z = 1 в случае несим-
метрической нагрузки (при p

h
  =  2p

0
) позволяют 

сделать вывод о том, что при пропорциональном 
увеличении нагрузки на одно из оснований, точ-
ка экстремума функции энергии смещается вдоль 
оси ближе к тому торцу цилиндра, к которому 

(7)

(8)

Рисунок 3 — Вертикальные перемещения при p
h
 = 2p

0

Рисунок 2 — Вертикальные перемещения при p
h
 = p

0
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приложена большая нагрузка. Заметим, что точки 
глобального максимума функции энергии формо-
изменения являются наиболее опасными с точки 
зрения прочности. Именно в точках глобально-
го максимума функции потенциальной энергии 
быстрее всего произойдет разрушение материала 
конструкции.

Положение глобального максимума функции 
энергии при несимметричной нагрузке. Зафиксируем 
нагрузку на одном из оснований цилиндра и будем 
увеличивать ее на другом основании в целое чис-
ло раз. Был проведен ряд вычислительных экспе-
риментов, при которых определялись положения 
и значения глобального максимума функции F(r, z) 
при различных значениях отношения нагрузки на 
основаниях цилиндра s = p

h
/p

0
, s = 1, 2, 3, 4. В та-

блице 2 приведены точки и значения глобально-

го максимума функции потенциальной энергии 
формоизменения при фиксированной нагрузке p

0
 

(здесь p
0
 = 0,1; n = 0,3) на верхнее основание и про-

порциональном увеличении нагрузки на нижнее 
основание p

h
 = s ⋅ p

0
.

Итак, если зафиксировать нагрузку на одном 
из оснований цилиндра и увеличивать ее на дру-
гом основании, то точка глобального максимума 
будет смещаться ближе к более нагруженному 
основанию, а значение глобального максимума 
функции потенциальной энергии будет расти, 
и этот рост не будет линейным (рисунок 5).

Исследование влияния коэффициента Пуассона 
на поведение функции энергии формообразования. 
Результаты проведенных вычислительных экс-
периментов, при которых определялись положе-
ния и значения глобального максимума функции 
F(r,  z) при различных значениях коэффициента 
Пуассона n∈[0,05; 0,49] с шагом 0,05 и при различ-
ных значениях параметра s = 1, 2, 3, 4, представле-
ны в таблицах 3–6.

Как видим, максимальное значение функции 
потенциальной энергии увеличивается по мере 
возрастания параметра s и уменьшается с возрас-
танием коэффициента Пуассона.

Вывод. Предложен способ нахождения наибо-
лее опасных с точки зрения прочности областей 
в цилиндре, деформированном усилиями, прило-
женными к его торцам и изменяющимися по па-

а

б

Рисунок 4 — Функция F(r, z) при нагрузках p0 = p
h
 и p

h
 = 2p

0

s = ph/p
0

1 2 3 4

h
max

0,5 0,601 0,651 0,682

F
max

0,146 0,224 0,306 0,391

Таблица 2 — Точки и значения глобального максимума функции 
F(r, z)

Рисунок 5 — Точки и значения глобального максимума 
функции F(r, z)
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раболическому закону. Получены аналитические 
выражения для компонент вектора перемеще-
ний и тензора напряжений короткого цилиндра, 
к основаниям которого приложены сжимающие 
нагрузки. Решение поставленной задачи являет-
ся точным и может использоваться как тестовое 
при решении численными методами. Численная 
реализация предложенного в работе метода ре-
шения задачи для короткого цилиндра проведена 
с помощью разработанной авторами компьютер-
ной программы в системе МAXIMA. В результате 
численных экспериментов выяснено положение 
зон, в  которых потенциальная энергия формо-
изменения максимальна. Численно исследовано 
влияние коэффициента Пуассона на поведение 
функции потенциальной энергии формоизмене-
ния цилиндра.
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n 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,49

F
max

0,151 0,150 0,149 0,148 0,147 0,146 0,145 0,144 0,143 0,142

Таблица 3 — s = 1

n 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,49

F
max

0,233 0,230 0,229 0,227 0,225 0,224 0,222 0,220 0,218 0,217

Таблица 4 — s = 2

n 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,49

F
max

0,320 0,317 0,315 0,311 0,309 0,306 0,303 0,301 0,297 0,295

Таблица 5 — s = 3

n 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,49

F
max

0,411 0,407 0,403 0,399 0,394 0,391 0,386 0,382 0,378 0,375

Таблица 6 — s = 4
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NUMERICAL-ANALYTICAL SOLUTION OF THE PROBLEM 
OF AXISYMMETRIC DEFORMATION IN A CYLINDER UNDER ACTION 
OF COMPRESSIVE LOADS

A circular cylinder of finite height that is in the conditions of axial symmetric deformation is considered. Compressive 
loads are applied to the bases of the cylinder. The Erie stress function is represented in the form of Legendre 
polynomials. The behavior of a function describing the potential energy of formation in a cylinder is investigated. 
As  a result of numerical experiments, the location of the zones, in which the potential energy is maximum, is 
clarified. The cases of a symmetric and asymmetric load on the cylinder bases are considered.

Keywords: elastic cylinder, axisymmetric deformation, forming energy, Legendre polynomials
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