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Введение. При разработке конечно­элемент­
ных моделей различных конструкций широко ис­
пользуют стержневые модели, которые позволяют 
достаточно быстро оценить напряженно­дефор­
мированное состояние при статическом нагруже­
нии. В то же время при решении задач динамики, 
в частности, об определении частот собственных 
колебаний, результаты расчетов не всегда соот­
ветствуют наблюдающимся на практике значени­
ям. С такой ситуацией приходилось сталкиваться 
и раньше, когда расчеты колебаний систем выпол­
нялись с применением, главным образом, анали­
тических методов.

В классической монографии [1, с. 355] от­
мечается, что при одинаковом порядке высоты 
и длины стержня расчетное значение частоты, 
полученное путем решения уравнения Эйле­
ра–Бернулли, оказывается весьма приближен­
ным и может отличаться от действительного на 
30–100 %. Наиболее велики погрешности при 
расчете защемленных стержней. Граничные ус­
ловия в этом случае предполагают отсутствие ли­
нейного и углового перемещения в месте выхода 
стержня из узла крепления. В действительности 

материал детали, с которой связан стержень, об­
ладает определенной деформативностью и дает 
возможность стержню повернуться и сместиться 
поступательно. Например, в [2] описывается си­
туация, при которой значения низшей частоты 
собственных поперечных колебаний стойки вен­
тилятора, полученные расчетом и в ходе экспери­
мента, отличались почти в 5 раз. Очевидно, что 
результаты таких расчетов не могут быть исполь­
зованы на практике.

Анализ колебаний однопролетных балок 
подробно изучен для случаев, при которых на их 
концы наложены идеальные связи [3, 4]. Также 
исследованы некоторые случаи колебаний упруго 
закрепленных длинных стержней, движение ко­
торых описывалось уравнением Эйлера–Бернул­
ли [1]. Решение аналогичной задачи с примене­
нием уравнения Тимошенко выполнено в [5]. При 
этом вопрос о целесообразности использования 
граничных условий, учитывающих деформации 
узла крепления, при численных расчетах методом 
конечных элементов в известных нам источни­
ках не рассматривался. Цель представленной ра­
боты — анализ погрешностей, возникающих при 
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расчетах конструкций вследствие неполного учета 
деформаций в местах крепления.

Механико-математическая модель. Частоты 
собственных поперечных колебаний длинных 
стержней постоянного поперечного сечения чаще 
всего определяют с помощью формулы [6, 7]

где ai — коэффициент, соответствующий i­й фор­
ме колебаний стержня, который зависит от спо­
соба закрепления его концов; l — длина стержня; 
Е и m — модуль Юнга и погонная масса стержня; 
Iz — осевой момент инерции поперечного сечения.

В справочнике [8] приведены соотношения, 
позволяющие в формуле (1) учесть влияние на ча­
стоту колебаний присоединенной массы, расши­
ряя этим диапазон ее применения.

Для расчета колебаний коротких стержней 
используем уравнение Тимошенко. Примем, что 
высота стержня h и длина l. Дифференциальное 
уравнение, учитывающее сдвиговые деформации 
и инерцию поворота поперечного сечения имеет 
вид [7, 9]:

где y(x, t) — уравнение динамической упругой ли­
нии стержня; G и r — модуль сдвига и плотность 
материала стержня; k — коэффициент неравно­
мерности касательных напряжений в поперечном 
сечении стержня, зависящий от его формы, кото­
рый вычисляется по формуле [1, 7]

где A — площадь поперечного сечения стержня; 
h1, h2 — расстояния от центра тяжести поперечно­
го сечения до наиболее удаленных его точек (ри­
сунок 1); Sв(y) — статический момент выделенной 
части площади (см. рисунок 1); B(у) — переменная 
ширина поперечного сечения.

(1)

(2)

Для сравнения с результатами, рассчитанны­
ми по формуле (1), выражение частот собственных 
колебаний, которое получено при решении урав­
нения (2) с применением метода Фурье, удобно 
записать в виде [10]:

где bi — поправочный коэффициент к форму­
ле (1), который зависит от ai

:

 — относительная высота поперечного сече­  
 
ния;  — коэффициент формы поперечно­ 
 
го сечения; h — высота поперечного сечения, 
h = h1 + h2; r — радиус его инерции.

Множитель bi изменяется в пределах от 1 
до 2, независимо от формы поперечного сечения 
стержня. Характерный закон его изменения от от­
носительной высоты поперечного сечения пред­
ставлен на рисунке 2. Возможно некоторое незна­
чительное смещение точек представленных линий 
при рассмотрении различных форм поперечных 
сечений, что связано с изменением значения па­
раметра e. Далее при рассмотрении численного 
примера показано, как практически используются 
функции bi = f(l).

Для определения влияния несовершенства за­
делки стержня на частоты его колебаний запишем 
функцию формы упругой линии стержня в виде

где С1, С2, С3 и С4 — постоянные интегрирования; 
балочные функции академика А.Н. Крылова [11]:

(3)

Рисунок 1 — Расчетная схема короткого стержня

Рисунок 2 — Зависимость поправочного коэффициента βi 
от относительной высоты поперечного сечения; цифра возле 

линии соответствует значению i
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При идеальном защемлении стержня смеще­
ние и угол поворота поперечного сечения стерж­
ня в месте выхода его из защемляющего устрой­
ства равны нулю. Располагая координатные оси, 
как показано на рисунке 3 а, для случая длинного 
стержня имеем граничные условия:

при x = 0 y = 0, y′ = 0; при x = l y″ = 0, y′′′ = 0,

которые приводят к уравнению

из которого определяются значения параметра ai, 
соответствующие различным формам изгиба 
упругой линии стержня (a1 = 1,875, a2 = 4,694 
и т. д.). Как уже отмечалось выше, они часто при­
водят к значительным погрешностям при исполь­
зовании в формуле (1).

В некоторых случаях, например, при прикре­
плении массивного короткого стержня к основа­
нию с помощью фланца и болтов, деформации 
стержня и реального узла его крепления соизмери­
мы. Для такого случая расчетная схема имеет вид, 
представленный на рисунке 3 б. Взаимодействие 
стержня с основанием осуществляется с помощью 
двух пружин с линейными свойствами, одна из 
которых работает в условиях растяжения–сжатия 
и имеет коэффициент жесткости cy, а вторая, с ко­
эффициентом жесткости сj, закручивается. Гра­
ничные условия для этого случая имеют вид:

при x = 0 EIz y′ = cjy′, EIz y′′′ = –сy y; 
при x = l y″ = 0, y′′′ = 0.

Они приводят к уравнению для определения 
коэффициентов ai

:

где

Результат решения этого уравнения зависит 
от конкретного соотношения между жесткостью 
стержня при изгибе ЕIz и коэффициентами сj, сy, 
определяющими жесткость узла крепления. В ходе 
вычислений получено поле значений a в зависи­
мости от параметров а и b. Замечено, что крутиль­
ная жесткость более сильно влияет на частоты 
колебаний, чем линейная. По этой причине на ри­
сунке 4 представлены значения a1 в функции от а, 
рассматриваемой в качестве независимой пере­
менной, а величина b принималась как параметр.

Результаты расчета. В качестве примера рас­
смотрим колебания представленной в работе [2] 
стойки вентилятора, поперечное сечение кото­
рой состоит из двух швеллеров, к концу которой 
присоединен массивный вентиляторный узел. 
Стойка имеет длину l = 0,664 м и высоту сечения 
h = 0,1 м. Приведение конструкции к схеме с рас­
пределенной массой, соответствующей рисунку 3, 
дало значение m = 83,79 кг/м. Момент инерции 
поперечного сечения равен удвоенному значению 
момента инерции одного швеллера и составляет 
Iz = 133,4·10–8 м4. Соответствующее форме попе­
речного сечения значение коэффициента нерав­
номерности касательных напряжений, рассчитан­
ное по формулам, приведенным в [1], k = 2,1.

Поскольку  то в соответ­ 
 
ствии с графиком, представленным на рисунке 2, 
получаем b1 = 1,05.

Для определения коэффициента крутильной 
жесткости сj рассмотрена схема деформирования 
узла крепления под действием постоянного мо­
мента М с учетом деформации болтов и фланца 
стойки (рисунок 5). С применением соотношений 
сопротивления материалов и деталей машин полу­
чено соответствующее приложенному моменту M 
значение угла поворота j, что дало возможность 
нахождения коэффициента a:

Рисунок 3 — Расчетная схема стержня для идеального (а) 
и реального (б) закрепления

б

а

Рисунок 4 — Влияние параметров a и b на значения α1: 
1 — b = 0; 2 — b = 10–7 м3; 3 — b = 10–6 м3; 4 — b = 10–5 м3; 

5 — b = 10–4 м3; 6 — b = 10–3 м3
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Для нахождения коэффициента жесткости сy 
к верхней плоскости поверхности фланца была 
приложена горизонтальная поперечная сила 
с равнодействующей Q. Было принято, что по­
перечное перемещение точки 0 (см. рисунок 3 б) 
происходит в связи со сдвигом материала фланцев 
и определено его значение D. После этого были 
получены сy и коэффициент b по формулам:

Далее с помощью графиков, представленных 
на рисунке 4, определено значение a1 = 0,879.

Подстановка полученных значений в форму­
лу (3) дает

что незначительно отличается от полученного 
экспериментально значения 110 c–1, в то время как 
расчет по формуле (1) приводит к частоте

которую нельзя использовать на практике.
Заключение. Полученный результат показы­

вает, что граничное условие, реализующее иде­
альное защемление конца балки, может привести 
к завышенному в несколько раз значению частоты 
собственных колебаний по сравнению с экспери­
ментальными данными. Поэтому при разработке 
конечно­элементных моделей, предназначенных 
для расчета параметров колебаний конструкций, 
следует особое внимание уделять заданию гранич­
ных условий. Например, при наличии контактных 
взаимодействий между телами нельзя пользовать­
ся стандартными идеальными связями типа шар­
нира и заделки.

Для определения коэффициентов, характери­
зующих жесткость соединений, можно рекомен­

довать подход, примененный в представленной 
статье. С целью нахождения коэффициента кру­
тильной жесткости надо в месте наложения связи 
приложить к телу момент пары сил и определить 
угол поворота закрепляемого сечения. Для рас­
чета коэффициента продольной или поперечной 
жесткости следует в месте расположения связи 
в соответствующем направлении приложить силу 
и рассчитать вызываемое ей перемещение, связан­
ное с деформацией связи. Нахождение указанных 
угловых и линейных перемещений может быть 
выполнено как аналитическим, так и численным 
методом, например, путем использования метода 
конечных элементов [12–14].
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creation of finite element models for structural vibrations analysis are given.

Keywords: free vibrations, boundary conditions, Timoshenko's equation, eigenfrequencies, fixation stiffness
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