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Введение. Широкое применение трехслойных 
элементов конструкций в современных отраслях 
промышленности обуславливает необходимость 
разработки и уточнения методов их расчета. 

В монографии [1] проведено исследова­
ние напряженно-деформированного состояния 
многослойных конструкций на статические, ди­
намические и температурные воздействия, а так­
же на устойчивость. Вязкоупругопластические 
слоистые пластины и оболочки рассмотрены 
в  монографии  [2]. Работа [3] посвящена изуче­
нию задач статики трехслойных элементов кон­
струкций, связанных с упругим основанием. 
В  монографии  [4] исследовано деформирова­
ние трехслойных стержней в терморадиацион­
ных полях. В статье [5] получено значение 
допускаемой нагрузки в результате расчета на 
сосредоточенную нагрузку двухслойной труб­
чатой кости. Работа [6] посвящена изучению 
виброизоляции ограждений в виде тонких пла­
стин в  твердой упругой среде. В [7] исследует­
ся задача определения предельной нагрузки для 
кольцевой трехслойной пластинки, средний 
слой которой армирован четырьмя слоями воло­
кон. В  статьях [8–9] рассмотрен цилиндричес­

кий изгиб прямоугольных трехслойных пластин 
c  несжимаемым заполнителем, в том числе при 
терморадиационном воздействии.

В настоящей статье исследован изгиб прямо­
угольной трехслойной пластины со сжимаемым 
заполнителем, слои которой проявляют упруго­
пластические свойства.
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Постановка задачи. Рассмотрим несимметрич­
ную по толщине трехслойную пластину со сжи­
маемым заполнителем, несущие слои которой 
выполнены из упругопластического материала, 
а  заполнитель — нелинейно упругий. Несущие 
слои пластины воспринимают основную часть ме­
ханической нагрузки, поэтому они выполняются 
из материалов высокой прочности и жесткости. 
Заполнитель в пластине необходим для образова­
ния монолитной конструкции, а также для пере­
распределения усилий между несущими слоями, 
тем самым гарантируя совместную работу всех 
слоев пластины.

Полагаем, что в изотропных несущих несжи­
маемых слоях приняты гипотезы Кирхгофа. 
В  жестком сжимаемом заполнителе справедливы 
точные соотношения теории упругости с линей­
ной аппроксимацией перемещений его точек от 
поперечной координаты z. На границах контакта 
перемещения непрерывны. Деформации малые. 
Система координат x, y, z связывается со сре­
динной плоскостью заполнителя (рисунок 1). На 
контуре пластины предполагается наличие жест­
кой диафрагмы, препятствующей относительно­
му сдвигу слоев. К внешней поверхности первого 
несущего слоя приложена произвольная распре­
деленная нагрузка, проекции которой на коорди­
натные оси: q(x, y), p

x
(x, y), p

y
(x, y).

Продольные перемещения u(k)(x, y, z) и про­
гибы w(k)(x, y, z) в слоях выразим через искомые 
функции w

1
(x, y), w

2
(x, y), u

1x
(x, y), u

1y
(x, y), u

2x
(x, y), 

u
2y

(x, y) следующими соотношениями (k = 1, 2, 3):
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- в несущих слоях:

- в заполнителе (–c ≤ z ≤ c)

где z — расстояние от рассматриваемого волокна 
до срединной линии заполнителя; запятая в ниж­
нем индексе обозначает операцию дифференци­
рования по следующей за ней координате.

Уравнения равновесия рассматриваемой трех­
слойной пластины получим, используя вариаци­
онный принцип Лагранжа:

dA = dW,
где dA, dW — вариации работы внешней и внут­
ренней сил.

Вариация работы внешней поверхностной 
нагрузки:

Вариация работы внутренних сил упругости:

(1)

(2)

(3)

Для упругопластической пластины применим 
физические уравнения состояния, которые соот­
ветствуют теории малых упругопластических де­
формаций:

где s
ij
(k), σ(k) — девиаторная и шаровая части тензо­

ра напряжений; э
ij
(k), ε(k) — девиаторная и шаровая 

части тензора деформаций; ε
u
(k) — интенсивность 

деформации в k-м слое; ω(k)(ε
u
(k)) — функции пла­

стичности Ильюшина в несущих слоях; ω(3)(ε
u
(3)) — 

универсальная функция, описывающая физи­
ческую нелинейность материала заполнителя; 
G

k
, K

k
 — сдвиговой и объемный модули упругости 

материалов.
В тензоре напряжений соотношения (4) выде­

лим упругие (с индексом «0») и нелинейные (с ин­
дексом «ω») слагаемые:

Выразим вариации деформаций и напряжения 
в (3) через искомые функции u

1x
, u

2x
, u

1y
, u

2y
, w

1
, w

2 

с помощью (4), (5). Проведем интегрирование по 
толщине слоев с учетом (1). Подставив получен­
ное выражение в (2), имеем уравнения равновесия 
в перемещениях прямоугольной трехслойной пла­
стины. Так как точное решение системы нелиней­
ных дифференциальных уравнений получить не 
удалось, то применим метод «упругих» решений 
Ильюшина [10]. Данный метод позволяет сводить 
краевую задачу последовательно на каждом шаге 
приближения к соответствующей линейной зада­
че теории упругости с дополнительными «внеш­
ними» нагрузками. В итерационном виде система 
уравнений равновесия имеет вид:

(4)

(5)

Рисунок 1 — Расчетная схема трехслойной пластины
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где a
1
, …, a

28
 — коэффициенты, введенные ранее 

в  [11] для упругой пластины; слагаемые с индек­
сом «ω» в (6) включают все нелинейные добавки.

В качестве граничных условий примем ки­
нематические условия свободного опирания рас­
сматриваемой упругопластической пластины по 
торцам на неподвижные в пространстве жест­
кие опоры. Получим граничные условия в  пере­
мещениях (k = 1, 2):

где k — номер слоя, n — номер приближения.
Решение системы дифференциальных урав­

нений (6) предполагаем в виде разложения в три­
гонометрические ряды, которые автоматически 
удовлетворяют граничным условиям (7):

где U n
1xpm

, Un
2xpm

, U n
1ypm

, U n
2ypm

, W n
1pm

, W n
2pm

 — неизвест­
ные амплитуды перемещений на n-м шаге.

Внешнюю и дополнительную нагрузки пред­
ставим в виде разложения в следующие тригоно­
метрические ряды:

(6)

(7)

(8)

После подстановки перемещений (8), нагру­
зок (9) в систему (6) получим следующую систе­
му линейных алгебраических уравнений для на­
хождения искомых амплитуд перемещений U n

1xpm
, 

Un
2xpm

, U n
1ypm

, U n
2ypm

, W n
1pm

, W n
2pm

:

Здесь коэффициенты b
i
 выражаются через ве­

личины a
i
, зависят от параметров p и m и вычисля­

ются по формулам, введенным в [12].
Численные результаты. Для численной реали­

зации полученного решения разработан комплекс 
компьютерных программ на базе пакета MathCAD, 
с помощью которого был проведен параметриче­
ский анализ деформирования пластины.

(9)
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В качестве материалов несущих слоев и запол­
нителя принимались Д16Т–фторопласт–Д16Т. 
Размеры пластины: a = 1 м, b = 1 м, h

1
 = 0,04 м, 

h
2
 = 0,02 м, h

3
 = 0,2 м. Нагрузка с интенсивностью 

q = 20 МПа равномерно распределена по всей по­
верхности первого несущего слоя пластины. 

На рисунке 2 представлена величина отно­
сительной деформации заполнителя ε(3)

zz
 вдоль 

оси x  (y = 0,5 м). Упругая пластина соответст­
вует 1,  упругопластическая пластина  — 2. Учет 
физической нелинейности заполнителя и плас­
тичности материалов внешних слоев приводит 
к увеличению обжатия в 10,8 раз.

Распределение нормальных напряжений σ(1)
xx

 во 
внешнем несущем слое вдоль оси x (y = 0,5 м) по­
казано на рисунке 3 а. Кривые без штриха соот­
ветствуют напряжениям на поверхности склейки 
этого слоя с заполнителем z = c, со штрихом  — 
1′, 2′  — напряжениям на внешней поверхности 
z =  c  +  h

1
. При учете пластических и физически 

нелинейных свойств материалов слоев напряже­
ния увеличиваются на внешней поверхности на 
15,7%, а на поверхности склейки слоя с заполни­
телем увеличиваются на 21,3%.

Рисунок 3 б показывает распределение нор­
мальных напряжений во втором несущем слое σ(2)

xx
. 

Кривые без штриха соответствуют напряжениям 
на внешней поверхности z = –c – h

2
, со штрихом — 

1′, 2′ — напряжениям на поверхности склейки слоя 
с заполнителем z = –c. На внешней поверхности 
второго несущего слоя напряжения увеличились, 
максимальная разность составляет 18,7%. На 
поверхности склейки этого слоя с заполнителем 
напряжения возрастают на расстоянии 0,2 и 0,8 м, 
а в середине сечения незначительно уменьшаются.

Изменение продольных σ(3)
xx

 и поперечных σ(3)
zz
 

напряжений в заполнителе показано на рисун­
ке  4  а,  б соответственно. Кривые без штриха 
соответствуют напряжениям в склейке со вторым 
слоем z = –c, со штрихом — напряжениям в склей­
ке с первым слоем z = c.

В склейке со вторым слоем в обоих случаях 
наблюдается рост напряжений по модулю при уче­

Рисунок 2 — Относительная деформация заполнителя
а

б

Рисунок 3 — Продольные напряжения в несущих слоях упругой 
и упругопластической пластины

а

б

Рисунок 4 — Напряжения в заполнителе упругой 
и упругопластической пластины
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те пластических и физически нелинейных свойств 
материалов и составляют 7,3% для напряжений σ(3)

xx
, 

9,2% — для поперечных напряжений σ(3)
zz

. Напряже­
ния в склейке с первым слоем, напротив, в обоих 
случаях увеличиваются по модулю в центре сече­
ния: на 11,5% — для продольных напряжений σ(3)

xx
 

и 8,6% — для поперечных.
Заключение. В работе получено аналитическое 

решение изгиба прямоугольных трехслойных пла­
стин со сжимаемым нелинейно-упругим заполни­
телем. Проведен численный анализ полученных 
итерационных решений, показавший, что учет 
пластических свойств материалов слоев вносит 
ощутимый вклад в напряженно-деформирован­
ное состояние пластины.

Работа выполнена в рамках ГПНИ «Механика, 
металлургия диагностика в машиностроении» (за
дание № 1.40).

Обозначения

q(x, y) — внешняя произвольная вертикальная 
распределенная нагрузка; 
p

x
(x, y), p

y
(x, y) — внешняя произвольная горизон­

тальная нагрузка;
x, y, z — система координат;
w

1
, w

2 
— прогибы несущих слоев пластины;

u
1x

, u
2x

, u
1y

, u
2y

 — горизонтальные перемещения 
срединной поверхности несущих слоев;
G

k
, K

k
 — модули сдвига и объемной деформации;

k — номер слоя;
a, b — длина и ширина пластины;
h

1
, h

2
, h

3
 = 2c — толщины слоев;

z — расстояние от рассматриваемого волокна до 
срединной линии заполнителя;
dА — вариация работы внешних сил; 
dW — вариация работы сил упругости; 
s

ij
(k), σ(k) — девиаторная и шаровая часть тензора на­

пряжений;
э

ij
(k), ε(k) — девиаторная и шаровая часть тензора де­

формаций;
ε

u
(k) — интенсивность деформации в k-м слое; 

ω(k)(ε
u
(k)) — функции пластичности Ильюшина 

в несущих слоях; 
ω(3)(ε

u
(3)) — универсальная функция, описываю­

щая физическую нелинейность материала за­
полнителя;

σ
ij
(k)0 — упругая часть, входящая в шаровую часть 

тензора напряжений;
σ

ij
(k)ω — нелинейная часть, входящая в шаровую 

часть тензора напряжений;
n — номер приближения;
U n

1xpm
, Un

2xpm
, U n

1ypm
, U n

2ypm
, W n

1pm
, W n

2pm
 — амплитуды 

перемещений на n-м шаге.
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STRESS-STRAIN STATE OF A PHYSICALLY NON-LINEAR THREE-LAYER 
RECTANGULAR PLATE WITH A COMPRESSED FILLER

The stress-strain state of physically nonlinear asymmetric three-layer rectangular plates with a compressed filler 
was studied. For outer layers Kirchhoff’s hypotheses are accepted, the deformed normal remains rectilinear in 
a rigid compressible filler. Ilyushin’s “elastic” solutions method was used while solving the issue. Numerical results 
for a three-layer metal-polymer plate are presented.

Keywords: three-layer rectangular plate, compressed filler, plasticity, stress-strain state


