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Введение. Исследованиям колебаний тракто-
ров и связанных с ними параметров функциони-
рования посвящено значительное число научных 
работ [1–16]. В этой области защищено [9–16] 
и постоянно выносятся на защиту кандидатские 
и докторские диссертации, что свидетельствует об 
актуальности этой тематики.

Исследования колебаний тракторов условно 
можно разделить на несколько направлений:
 � моделирование колебаний трактора [2, 4, 5, 7];
 � снижение отрицательного воздействия колеба-

ний на водителя за счет создания более эффектив-
ной виброизоляции его сиденья и подвески каби-
ны в целом [3, 16];

 � определение влияния колебаний трактора на 
динамическую нагруженность и ресурс его основ-
ных компонентов, включая трансмиссию [9, 11];
 � создание систем снижения динамической на-

груженности компонентов трактора [1, 2, 8, 10, 
12–15];
 � анализ влияния рельефа поверхности и условий 

применения трактора на его колебания, а также 
воздействия этих колебаний на почву [6].

Анализ основных тенденций развития трак-
торной техники показывает, что к одной из них 
можно отнести повышение энергонасыщенности 
и мощности тракторов, использование в них элек-
трических и гибридных приводов. При этом масса 
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таких тракторов, например «БЕЛАРУС-3522», уже 
сегодня превышает 10 т. Учитывая необходимость 
ограничения давления на почву, шины таких трак-
торов можно отнести к достаточно «мягким». Как 
следствие, при эксплуатации в ряде случаев воз-
никают значительные по амплитуде вертикальные 
колебания (режим так называемого «галопирова-
ния»), при котором может появляться связанная 
с ними дополнительная динамическая нагружен-
ность, что может отрицательно сказываться на пара-
метрах функционирования привода, в особенности 
учитывая частоту изменения дополнительной дина-
мической нагруженности, при конструктивном ис-
полнении «ДВС — генератор — электродвигатель — 
трансмиссия».

Целью исследований являлась разработка мате-
матической модели вертикальных колебаний трак-
тора, позволяющей определить дополнительную 
динамическую составляющую нагруженности при-
вода энергонасыщенного трактора, учитывающую 
изменение сопротивления его движению при воз-
никновении механических колебаний с собствен-
ной частотой и связанные с этим потери мощности.

Методика исследований. Для разработки матема-
тической модели необходимы данные о сопротивле-
нии движению трактора при различных скоростях 
и затрачиваемой на это мощности, а также частота 
механических колебаний трактора с собственной 
частотой и значение коэффициента затухания.

Определение сопротивления движению трак-
тора при различных скоростях и затрачиваемой на 
это мощности. Мощность N двигателя внутрен-
него сгорания (ДВС) при равномерном движении 
трактора по горизонтальной плоскости определя-
ется потерями в трансмиссии Nptr, определяемыми 
ее КПД, и потерями Nq, связанными с внешним 
сопротивлением движению, определяемым услов-
ным коэффициентом трения качения, т. е.

N = Nptr + Nq.

Потери в трансмиссии, состоящей в тради-
ционном исполнении трактора в основном из 
зубчатых колес, варьируются в относительно не-
большом диапазоне и в среднем ориентировочно 
равны Nptr ≈ 0,08N.

Потери Nq, связанные с силами внешнего со-
противления движению, теоретически зависят 
только от сопротивления трению качения, однако 
реально их величина может зависеть еще и от ско-
рости движения трактора, что связано с пропор-
циональными ей потерями на деформацию шин. 
Таким образом

Nq = V(ktrmg + Vkv),

где kv — коэффициент, учитывающий влияние ско-
рости на потери мощности при движении трактора 
со скоростью V, кг/с, т. е. kv = Nv /V (Nv — потери 
мощности привода, связанные с деформацией шин 
при скорости V движения трактора, Вт); ktr — услов-

(1)

ный коэффициент трения качения, равный Ftr/mg 
(m — масса трактора, кг; g = 9,81 м/с2).

Величины kv и ktr определялись эксперимен-
тально путем регистрации мощности Ni трактора 
(ДВС) при его движении по горизонтальной глад-
кой асфальтированной поверхности с заданной ско-
ростью, в рассматриваемом случае принимаемой 
Vi = 2,8; 5,6; 8,4; 11,2; 14 м/с (10; 20; 30; 40; 50 км/ч).

На каждой скорости регистрировалось по 3 зна-
чения Nij ( j = 1; 2; 3). Определялись их средние 
значения и средние квадратические отклонения. 
Затем по критерию Кокрена оценивалась одно-
родность дисперсий и рассчитывались величины 
Ni /Vi, соответствующие силе сопротивления дви-
жению трактора.

Зависимость (1) приводилась к уравнению ли-
нейной регрессии:

Nqij /Vi = ktrmg + Vikv,

и с использованием метода наименьших квадра-
тов по методике [11] определялись коэффициенты 
этого уравнения:

а также рассеивание значений Ni /Vi относительно 
линии регрессии, определяемое средним квадра-
тическим отклонением S :

Определение частоты механических колебаний 
трактора с собственной частотой ω и значения 
коэффициента затухания β этих колебаний. Ве-
личины w и β могут быть определены из приве-
денных в [12] осциллограмм колебаний давления 
в гид роприводе энергонасыщенного трактора 
«БЕЛАРУС-3022» (рисунок 1), которые регистри-
ровались датчиком давления при подъеме задним 
навесным устройством трактора груза массой 5 т. 
Эти колебания складываются из колебаний груза 
непосредственно на навесном устройстве, свя-
занных в основном с упругой деформацией ре-
зиновых шлангов, и более низких по частоте ко-
лебаний, обусловленных колебаниями трактора 
и связанного с ним груза.
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Анализ осциллограмм на рисунке 1 и резуль-
татов исследований [18] показал, что для энерго-
насыщенного трактора «БЕЛАРУС-3522» вели-
чины w и β могут быть приняты соответственно 
w ≈ 5 рад/с  и β ≈ 0,1.

Методика разработки математической модели. 
Математическая модель разрабатывалась с учетом 
показанной на рисунке 2 условной схемы движе-
ния трактора, при которой возникают вертикаль-
ные колебания его корпуса.

С учетом показанной на рисунке 2 схемы за-
писывалось дифференциальное уравнение верти-
кальных колебаний корпуса трактора и на основе 
его решения формировалась математическая мо-
дель этих колебаний, позволяющая с использо-
ванием kv, ktr, w и β определить параметры этих 
колебаний при различных скоростях движения 
трактора и их влияние на дополнительные потери 
мощности, связанные с этими колебаниями.

Результаты исследований и их обсуждение. 
Уравнение равновесия трактора в вертикальном 
направлении может быть записано в виде:

mg = Cшd0,
где Cш — суммарная жесткость механической си-
стемы, включая жесткость шин, в вертикальном 

направлении, Н/м; d0 — смещение центра масс 
трактора вниз по координате z под действием 
силы тяжести до начала движения трактора.

При движении по наклонной плоскости урав-
нение равновесия трактора в вертикальном на-
правлении принимает вид:

Fсш = Fu + Fkш + mg

или

Cш(Vt · tgα + d0 – z) = m · z·· + kш · z· + mg,

где Fсш — вертикальная сила, обусловленная упругой 
деформацией шин, Н; Fu — сила инерции, возникаю-
щая при смещении трактора по координате z при его 
вертикальных колебаниях, Н; Fkш

 – сила, обусловлен-
ная демпфированием  колебаний при деформации 
шин, Н; kш – коэффициент сопротивления упругой 
деформации шин при колебаниях трактора, кг/с; α – 
угол наклона поверхности (см. рисунок 2).
Отсюда

M · z·· + kш · z· + Cшz = CшVt · tgα

или

z·· + 2β · w · z· + w2z = w2Vt · tgα.

Решение уравнения (2) при начальных услови-
ях t = 0, z = 0, z· = 0 имеет вид:

где 

Тогда

где 

Отбросив малые величины второго порядка 
и учитывая, что wt = 2pt /Т и для β = 0,1 ϕ1 ≈ –0,2, 
ϕ2 ≈ p/2, приведем уравнения (3)÷(5) к более удоб-
ному для исследований безразмерному виду:

Вследствие появления ускорения, приведен-
ного в зависимости (6), возникает дополнительная 

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Рисунок 1 — Типовые осциллограммы колебаний давления 
в гидросистеме энегонасыщенного трактора при подъеме 

груза навесным устройством (Т — период колебаний трактора 
с собственной частотой)

Figure 1 — Typical oscillograms of pressure fluctuations 
in the hydraulic system of an energy-saturated tractor when lifting 

a load with a mounted device (T is the period of fluctuations 
of the tractor with its natural frequency)

Рисунок 2 — Условная схема движения трактора, при которой 
возникают вертикальные колебания его корпуса

Figure 2 — Conventional tractor movement pattern, in which there 
are vertical vibrations of its body
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к весу трактора инерционная сила, «отрывающая» 
или «прижимающая» его к земле. Эта сила изме-
няется с частотой f = 0,5w/p, т. е. в рассматрива-
емом случае f ≈ 0,8 Гц. Ее максимальная величина 
достигается в момент времени tm, когда

т. е.

Отсюда

Максимальное относительное изменение со-
противления движению трактора составит:

,

и потери, обусловленные вертикальными колеба-
ниями трактора, увеличатся в kвк раз, т. е.

Анализ зависимости (7) показывает, что на до-
полнительную динамическую нагруженность трак-
тора, обусловленную его вертикальными колебани-
ями, существенное влияние оказывает значительное 
число факторов, включающих его массу, частоту 
собственных колебаний и скорость движения, а так-
же затраты энергии на деформацию шин при этой 
скорости, преодоление сопротивления их качению, 
затраты энергии, связанные с наличием переднего 
ведущего моста с подвеской.

Пример расчета дополнительной динамической 
нагруженности трактора, обусловленной его верти-
кальными колебаниями. Примем условно отноше-
ние ktr /kv ≈ 1 (в части 2 будет показано, что влияние 
этого отношения на kвк, по сравнению с влиянием 
скорости и частоты собственных колебаний относи-
тельно невелико). Масса трактора «БЕЛАРУС-3522» 
M = 10 800 кг, величина w = 5 рад/с, скорость движе-
ния трактора V = 5,6 м/с (20 км/ч) и угол α ≈ 20°.

Тогда

Таким образом, вертикальные колебания трак-
тора «БЕЛАРУС-3522» с собственной частотой при 
приведенных выше условиях приведут к увеличе-
нию в 1,87 раза (без учета влияния угла подъема на 
горизонтальную составляющую сопротивления его 
движению), что для движения с заданной скоро-
стью при возникновении «галопирования» должно 
быть компенсировано соответствующим увеличе-
нием мощности привода.

Более подробно влияние входящих в зависи-
мость (8) параметров на внешнюю динамическую 

(7)

(8)

нагруженность привода энергонасыщенных тракто-
ров типа «БЕЛАРУС-3522» при их вертикальных ко-
лебаниях будет рассмотрено во второй части статьи.

Необходимо отметить, что в соответствии с за-
висимостью (7) величина дополнительной нагру-
женности возрастает с увеличением частоты коле-
баний трактора и его скорости.

Использование полученной зависимости по-
зволит установить закономерности, связывающие 
между собой приведенные параметры. Это, в свою 
очередь, расширит возможности выбора наиболее 
рациональных технически обоснованных путей 
повышения энергоэффективности тракторов по-
вышенной мощности.

Заключение. Разработана математическая мо-
дель, учитывающая взаимосвязь массы, частоты 
собственных колебаний и скорости движения 
трактора, а также затраты энергии на деформа-
цию шин при этой скорости движения и преодо-
ление сопротивления их качению. Использова-
ние данной модели позволяет оценить влияние 
этих параметров на дополнительную нагружен-
ность привода трактора при возникновении его 
вертикальных колебаний. Показано, что частота 
механических колебаний, угол подъема α и ско-
рость движения трактора оказывают непосред-
ственное влияние на дополнительную нагружен-
ность его привода.

Анализ результатов исследований, получен-
ных с использованием разработанной модели, по-
зволяет установить закономерности, комплексно 
связывающие массу, частоту собственных колеба-
ний, угол подъема α и скорость движения тракто-
ра, а также затраты энергии на деформацию шин 
при этой скорости и преодоление сопротивления 
их качению и оценить влияние каждого из этих 
факторов на повышение нагруженности приво-
да при возникновении вертикальных колебаний 
трактора и разработать технически обос нованные 
мероприятия по их снижению.
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EXTERNAL DYNAMIC LOAD OF THE DRIVE OF ENERGY-SATURATED 
TRACTORS BELARUS WITH THEIR VERTICAL OSCILLATIONS. 
PART 1. SIMULATION OF DYNAMIC LOAD COMPONENT 
WITH TRACTOR VERTICAL OSCILLATIONS

The article proposes a mathematical model of vertical oscillations of a wheeled tractor, making it possible to take 
into account power losses of the drive of the main movement of the tractor due to its vertical oscillations. The model 
includes a number of empirical factors that make its application more efficient. It is shown that the value of losses 
associated with vertical oscillations of the tractor is affected by a significant number of factors, including mass, 
frequency of natural oscillations and speed of tractor movement, as well as energy consumption for deformation 
of tires and overcoming their resistance to rolling. The most important of these are the frequency of oscillations 
and the speed of the tractor movement. The use of the developed model makes it possible to assess the influence of 
the mentioned factors on the additional load of the drive during vertical oscillations of the tractor and to establish 
the relationships linking them, as well as to assess the influence of these factors on the increase of load of the drive 
in case of vertical oscillations of the tractor and to develop technically reasonable measures to reduce them. 
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The results of the studies can be used in the analysis of the influence of the features with the drive “ICE — genera-
tor — electric motor — transmission” on their operability when used in tractor technology.
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