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Исследованию и расчетам сопротивления кон-
тактной усталости (контактной прочности) дета-
лей машин посвящены работы многих ученых, 
среди которых А.Н.  Грубин, А.И.  Петрусевич, 
С.В.  Пинегин, С.Д.  Пономарев, А.Д.  Часовни-
ков, В.Д.  Андожский, М.М.  Саверин, Р.Р.  Галь-
пер, В.Н. Кудрявцева, Е.И. Тескер, И.С. Цитович. 
Большая часть этих исследований направлена на 
изучение факторов, обуславливающих усталост-
ные процессы при контактном нагружении и вли-
яющих на контактную прочность деталей машин. 
Подробно разработанная методика и рекоменда-
ции по расчету зубчатых передач на контактную 
прочность даны в работах В.Д.  Андожского  [1], 
А.И.  Петрусевича [2], А.Д.  Часовникова  [3], 
В.Н.  Кудрявцева  [4]. Основные положения этой 
методики вошли в ГОСТ 21354–87. Однако не-
смотря на многообразие исследований, теория 
контактной усталости реальных зубчатых пере-

дач в упомянутых работах развита не  в  полной 
мере. Достаточно сказать, что она касается рас-
чета на предотвращение поверхностного контакт-
ного разрушения (питтинга), которое, по нашим 
данным, к потере работоспособности высокона-
пряженных зубчатых колес трансмиссий не при-
водит [5].

Большое научное и практическое значение 
имеют теоретические и экспериментальные ис-
следования Р.Р.  Гальпера [6] и Е.И.  Тескера [7], 
которые направлены на решение контактной зада-
чи по всей толщине поверхностно упрочненного 
слоя материала и позволяют установить зависи-
мость между местоположением опасной зоны, 
в  которой могут возникать очаги контактных 
разрушений, и механическими свойствами ма-
териала, действующими контактными нагрузка-
ми, геометрическими параметрами сопряженных 
поверхностей с оценкой запаса прочности в этой 
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зоне. Однако расчетная оценка сопротивления 
контактной усталости упрочненного слоя зубча-
тых колес разработана еще недостаточно. В част-
ности, расчет на предотвращение глубинного 
контактного разрушения азотированных зубчатых 
колес ограничивается сравнением допускаемых 
и расчетных напряжений, действующих на грани-
це диффузионного слоя и сердцевины, при этом 
допускаемые напряжения ставятся в зависимость 
только от прочности сердцевины [6]. Усовершен-
ствованная методика Е.И. Тескера [7] основана не 
на кривых глубинной контактной выносливости, 
а на линейной зависимости предельных касатель-
ных напряжений от твердости, которая нуждается 
в уточнении при расчете для упрочненного слоя. 
Базовое число циклов и показатели степени кри-
вых усталости при поверхностных и глубинных 
разрушениях значительно отличаются, поэтому не 
вполне оправданно использование одного и того 
же значения расчетного контактного напряжения 
для поверхности и в глубине материала [8]. Кро-
ме того, не учитывается влияние микроструктуры 
на сопротивление усталости поверхностно упроч-
ненных зубчатых колес [5, 9]. 

На практике часто ставится задача оценить ре-
сурс зубчатых передач, обеспечиваемый сопротив-
лением глубинной контактной усталости зубчатых 
колес после химико-термической обработки по 
конкретной технологии, а также определить каче-
ственные параметры упрочненных слоев, обеспе-
чивающие бездефектную работу зубчатой передачи 
в течение заданного срока. Такие расчеты с при-
менением стандартов (ГОСТ 21354–87, DIN 3990, 
ISO 6336) требуют дальнейшего уточнения. 

Целью работы является анализ напряженного 
состояния поверхностного слоя в зоне контакта 
сопряженных зубьев цилиндрических зубчатых 
колес и обоснование аналитической модели со-
противления глубинной контактной усталости 
упрочненных поверхностностей зубьев.

Напряженное состояние зоны контакта со-
пряженных зубьев зубчатых колес. При расчете 
эвольвентных цилиндрических передач принима-
ют, что в каждой точке зацепления зубья можно 
заменить прямыми круговыми цилиндрами с па-
раллельными осями, радиусы кривизны которых 
равны радиусам кривизны эвольвенты в  точке 
контакта [10, 11]. После приложения сжимающих 
сил, равномерно распределенных по длине цилин-
дров, первоначально линейное касание (до дефор-
мации) переходит в соприкосновение по узкой по-
лосе (площадке), ограниченной двумя прямыми. 
Нормальные давления поперек площадки распре-
деляются по эллиптическому закону [10–12]:

где σН — наибольшее давление на контактной пло-
щадке (по Г. Герцу), которое связано с нагрузкой wt 

(1)

на единицу длины цилиндра и величиной полуши-
рины площадки контакта b зависимостью [11]:

Основные положения теории контактных де-
формаций, полученные Г.  Герцем, используют 
в настоящее время в методиках расчета эвольвент-
ных цилиндрических передач. Однако для оценки 
сопротивления усталости поверхностно упроч-
ненных зубчатых колес в реальных условиях не-
обходимо знать не только наибольшее давление на 
площадке контакта, но и характеристики напря-
женного состояния рабочего объема материала по 
всей толщине упрочненного слоя. 

Из прикладной теории упругости извест-
но  [11], что контактное нагружение цилиндров 
вызывает в материале объемное напряженное со-
стояние, характеризуемое нормальными сжимаю-
щими (σх, σy, σz) и касательными (τxy, τyz, τzx) напря-
жениями (рисунок 1).

Кроме нормальных давлений, на поверхности 
площадки контакта действует касательная нагруз-
ка от сил трения. Учитывая [12], что при значени-
ях коэффициента трения в контакте, характерных 
для зубчатых передач, касательная нагрузка не 
оказывает влияние на напряженное состояние на 
глубине материала z /b ≥ 0,2, компоненты напря-
женного состояния в произвольной точке с коор-
динатами (y, z) имеют следующий вид [11]:

(2)

Рисунок 1 — Напряженное состояние при контакте цилиндров
Figure 1 — Stress state at cylinder contact
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В формулах (3) λ — наибольший корень урав-
нения

Проанализируем особенности изменения нор-
мальных и касательных напряжений в произволь-
ной точке с координатами у и z для всей области 
упругого контакта. При у = 0, т. е. для точек пло-
скости, перпендикулярной к плоскости полосы 
контакта и проходящей через среднюю линию 
этой полосы, касательные напряжения τyz = τzy об-
ращаются в нуль. В этом случае напряжения σх, σу, 
σz являются главными.

На рисунке 2 а показана зависимость трех 
главных нормальных напряжений от величины 
отношения z /b [11]. Анализ графиков показы-
вает, что наименьшим (с учетом знака) из трех 
главных напряжений является σz, а наиболь-
шим при 0  ˂  z /b  ˂  0,45 — напряжение σх и при 
0,45 ˂  z /b ˂  1,8 — напряжение σу. Отметим, что все 
три главных напряжения отрицательны и  пред-
ставляют собой напряжения сжатия.

При расчетах напряженного состояния от 
действия контактных нагрузок большое значение 
имеют величины касательных напряжений, опре-
деляемых при y = 0 как полуразности главных 
напряжений, действующих на площадках, нор-
мальных к главным напряжениям. На рисунке 2 b 
показано изменение касательных напряжений, 
действующих по центральной линии контакта 
по двум взаимно перпендикулярным площадкам, 
нормальным к плоскости yz и образующим угол 
45° с осью z, в зависимости от координаты z/b. 
Анализ графиков показывает, что касательные 
напряжения достигают максимального значения 
τmax = (σy – σz) / 2 = 0,3σН на глубине 0,8b.

В общем случае при циклических контактных 
нагрузках следует рассматривать напряженное со-
стояние и характер изменения подповерхностных 
напряжений во всем объеме напряженного контак-
та (см. рисунок 1). В этом случае касательные τα 
и нормальные σα напряжения на площадках, про-
ходящих через точку с координатой z0 и наклонен-
ных под углом α к оси у, определяются следую-
щим образом:

 
где  

(3)

(4)

(5)

В процессе перекатывания цилиндров ме-
няется относительная координата точки y0, сле-
довательно, и напряжения τα и σα. Нормальные 
напряжения сжатия σα, действующие на тех же 
площадках, увеличивают сопротивляемость ма-
териала усталостным разрушениям. Имеющиеся 
данные [7, 10, 13] позволяют при напряженном со-
стоянии с превалирующими касательными напря-
жениями (по сравнению с напряжениями растя-
жения), когда они ответственны за усталостные 
разрушения, принять так называемую гипотезу 
Геста–Мора [13], согласно которой сопротивление 

Рисунок 2 — Зависимость нормальных (а) и касательных (b) 
напряжений от величины отношения z /b

Figure 2 — Dependence of normal (a) and tangential (b) stresses 
on the value of the z /b ratio

1 — (σх – σу) / 2σН; 2 — (σz – σх) / 2σН; 3 — (σz – σу) / 2σН

b

1 — σу / σН; 2 — σх / σН; 3 — σz / σН

a
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усталости материала определяется эквивалент-
ным касательным напряжением τэ, отражающим 
влияние нормального напряжения σα на площадке 
действия максимального касательного напряже-
ния τmax в данной точке:

τэ = τmax – kσα, 

где k — коэффициент, определяемый эксперимен-
тально. 

Результаты анализа показывают, что эквива-
лентное касательное напряжение имеет макси-
мальные значения на площадках, перпендикуляр-

(6)

Рисунок 3 – Изменение относительного эквивалентного напряжения в зависимости от глубины упрочненного слоя 
и величины поверхностного контактного напряжения: а — зубчатая передача № 1 с модулем 4,5 мм; b — зубчатая передача № 2 

с модулем 7 мм; c — зубчатая передача № 3 с модулем 10 мм
Figure 3 — Change in the relative equivalent stress depending on the depth of the hardened layer and the value of the surface contact 

stress: a — gear no. 1 with a 4.5 mm module; b — gear no. 2 with a 7 mm module; c — gear no. 3 with a 10 mm module

c

b

a

№ Модуль, мм Число 
зубьев

Коэффициент 
смещения Ширина, м

1 4,5
24 0,521 60
23 0,55 35,5

2 7
21 0,75 109
47 0,7 90

3 10
22 0,71 164
29 0,61 143

Таблица — Геометрические параметры зубчатых передач
Table — Geometric parameters of gears



56

ISSN 1995-0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2021. № 3(56)

ных площадке контакта (α = 90°), расположенных 
на глубине z0 = (0,5 – 0,8)b при y /b = –0,85 [10].

На рисунке 3 приведены результаты расчета 
относительных эквивалентных касательных на-
пряжений τэ /σН по толщине поверхностного слоя 
зубьев зубчатых колес с разным модулем в зависи-
мости от величины поверхностного контактного 
напряжения σН. Данные результаты получены при 
расчете зубчатых передач с исходным контуром по 
ГОСТ 13755–2015, геометрические параметры ко-
торых приведены в таблице.

Полученные результаты показывают, что 
глубина залегания максимальных относитель-
ных эквивалентных касательных напряжений 
зависит как от величины поверхностного кон-
тактного напряжения σН, так и от модуля зубча-
того колеса m.

Зависимость максимальных относительных 
эквивалентных касательных напряжений от моду-
ля приведена на рисунке 4 при величине поверх-
ностного контактного напряжения σН = 1500 МПа.

На рисунках 3 и 4 показано, что максимальное 
значение относительных эквивалентных касатель-
ных напряжений не зависит от величины модуля 
зубчатой передачи и поверхностного контактного 
напряжения σН и составляет τэ/σН = 0,14.

Из графиков на рисунке 3 можно найти аб-
солютное значение эквивалентного касательного 
напряжения в любой точке поверхностного слоя 
в  зоне контакта сопряженных зубьев с заданным 
расстоянием от поверхности при известном кон-
тактном напряжении σН. На рисунке 5 приведены 
результаты расчета абсолютных величин эквива-
лентных касательных напряжений τэ по толщине 
поверхностного слоя зубьев зубчатых колес с гео
метрическими параметрами согласно таблице 
в  зависимости от величины поверхностного кон-
тактного напряжения σН.

Полученные результаты показывают, что мак-
симальное значение эквивалентных касательных 
напряжений от величины модуля зубчатой переда-
чи не зависит и определяется величиной поверх-
ностного контактного напряжения σН. Установ-

ленная закономерность является основанием для 
интерпретации результатов исследований сопро-
тивления усталости поверхностно упрочненных 
зубчатых колес вне зависимости от их типоразме-
ра (модуля).

Детерминированная модель сопротивле-
ния глубинной контактной усталости поверх-
ностно упрочненных зубчатых колес. Из про-
веденного выше анализа можно сделать вывод, 
что при контактном нагружении поверхностно 
упрочненного материала напряженное состояние 
поверхностного слоя неоднородное и изменяется 
с расстоянием от поверхности. Причем величина 
эквивалентных касательных напряжений не зави-
сит от типоразмера зубчатых колес, а определяется 
поверхностными контактными напряжениями σН. 
Глубина залегания максимальных эквивалентных 
касательных напряжений, наоборот, зависит от 
модуля зубчатой передачи (приведенного радиу-
са кривизны сопряженных поверхностей зубьев) 
и  в  меньшей степени — от поверхностных кон-
тактных напряжений σН.

Неоднородность напряженного состояния 
поверхностного слоя является предпосылкой по-
явления в нем критических зон, в которых могут 
зарождаться и развиваться усталостные процессы 
контактного разрушения. Местоположение кри-
тических зон поверхностного слоя определяется 
наименьшей разницей между величинами преде-
лов выносливости материала и расчетными эк-
вивалентными касательными напряжениями. Для 
определения местоположения зоны глубинного 
контактного разрушения необходим обобщенный 
критерий, количественный анализ которого даст 
представление о работоспособности (сопротив-
ления усталости) поверхностно упрочненных зуб-
чатых колес с заданными геометрическими пара-
метрами и условиями нагружения, позволяющий 
определить не только положение опасной зоны, но 
и описать требуемые структурные характеристики 
в этой зоне.

Таким обобщенным критерием является ре-
сурс зубчатой передачи, который можно опреде-

Рисунок 4 — Изменение относительного эквивалентного напряжения в зависимости от модуля зубчатой передачи при величине 
поверхностного контактного напряжения, равного 1500 МПа

Figure 4 — Change in the relative equivalent stress depending on the gear module at the value of the surface contact voltage equal to 1,500 MPa
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натурных стендовых испытаниях, путем их сопо-
ставления с расчетом. 

Принятый обобщенный критерий положен 
в основу детерминированной модели сопро-
тивления глубинной контактной усталости по-
верхностно упрочненных зубчатых колес. Ана-
литическое представление расчетной модели 

лить расчетным путем на основании известных 
геометрических параметров и условий нагруже-
ния зубчатой передачи. Важным условием расче-
та ресурса является величина предела глубинной 
контактной выносливости при ограниченном чис-
ле циклов нагружения, определяемая на основа-
нии экспериментальных данных, полученных при 

Рисунок 5 – Изменение эквивалентного касательного напряжения τэ по толщине упрочненного слоя при разной величине 
поверхностного контактного напряжения: a — зубчатая передача № 1 с модулем 4,5 мм; b — зубчатая передача № 2 с модулем 7 мм; 

c — зубчатая передача № 3 с модулем 10 мм
Figure 5 — Change in the equivalent tangential stress τэ over the thickness of the hardened layer at different values of the surface contact 

stress: a — gear no. 1 with a 4.5 mm module; b — gear no. 2 with a 7 mm module; c — gear no. 3 with a 10 mm module

c

b

a
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основано на определении срока службы зубча-
той передачи (числа часов работы или пробега) 
до появления прогрессирующего глубинного 
контактного выкрашивания зуба в разных зонах 
по его сечению, перпендикулярному боковой по-
верхности, при регламентированном варьирова-
нии величин микротвердости в этих зонах, соот-
ветствующих диффузионному слою, переходной 
зоне и сердцевине. Сопротивление усталости 
считается достаточным, если минимальная ве-
личина расчетного срока службы, определенно-
го в  критической зоне диффузионного слоя, не 
меньше планируемого. 

Результаты расчета по аналитической модели 
представляют собой множество значений срока 
службы А, которому принадлежит одно мини-
мальное значение, т. е. amin ∈ А. Предложена фор-
ма представления результатов расчета в виде ма-
трицы значений ресурса в регламентированных 
зонах диффузионного слоя при заданных в них 
значениях твердости:

где m — количество одинаковых значений микро-
твердости при расчете срока службы в пределах 
диффузионного слоя: m = (HVmax – HVmin) / 20; n — 
число зон упрочненного слоя, в которых выполня-
ется расчет срока службы при постоянных величи-
нах микротвердости: n = Eh / t, где Eh — толщина 
упрочненного слоя, мм; t = 0,1 мм — интервал. 

Ресурс рассчитываются для заданных зна-
чений микротвердости в диапазоне от 600 до 
860 HV0,2 по всей толщине упрочненного слоя 
с интервалом через 0,1 мм. Представляемые в та-
ком виде данные позволяют определять глубину 
опасной зоны с наименьшим ресурсом, необхо-
димую для назначения эффективной толщины 
упрочненного слоя; ресурс зубчатых колес, обе-
спечиваемый сопротивлением глубинной контакт-
ной усталости активных поверхностей зубьев; 
требуемую величину микротвердости и ее распре-
деление по упрочненному слою, обеспечивающие 
заданный ресурс.

Ресурс или срок службы, обеспечиваемый 
сопротивлением глубинной контактной устало-
сти поверхностей зубьев в любой зоне диффузи-
онного слоя, определяется известным выраже-
нием [14, 15]:

L = Rlim / R1, 

(7)

(8)

где Rlim — располагаемый ресурс сопротивления 
усталости; R1 — требуемый ресурс сопротивления 
глубинной контактной усталости, накапливаемый 
в детали в течение единицы работы.

Располагаемый ресурс глубинной контакт-
ной выносливости Rlim материала зубчатого ко-
леса определяется на основании характеристик 
сопротивления усталости, получаемых в резуль-
тате натурных стендовых испытаний при усло-
вии представления результатов испытаний на 
усталость в  системе координат (τlimb, NG) с ло-
гарифмическими шкалами по уравнению уста-
лостной прямой:

где NG — база испытаний; mG — показатель на-
клона кривой усталости, τlimb — предел глубинной 
контактной выносливости, зависящие от величи-
ны микротвердости упрочненного слоя и наличия 
в ней дефектов структуры, МПа; R1 — требуемый 
ресурс сопротивления глубинной контактной 
усталости, накапливаемый в детали в течение еди-
ницы работы:

где τei — расчетное эквивалентное напряжение, 
определяемое по формуле (6) и соответствующее 
i-му уровню циклограммы нагружения, МПа; 
N1i — число циклов i-го уровня циклограммы на-
гружения.

Результаты анализа позволяют установить 
новые закономерности изменения сопротивле-
ния усталости зубчатых колес при циклическом 
контактном нагружении. Так, анализ напряжен-
ного состояния поверхностных слоев зубьев (см. 
рисунок 5) показывает, что при повышении кон-
тактных напряжений σН увеличивается глубина 
и  расширяется область максимальных эквива-
лентных напряжений τemax. С учетом того, что 
структурные характеристики диффузионных 
слоев цементованных зубчатых колес неодно-
родны по толщине диффузионного слоя, можно 
считать, что для зубчатых колес одинакового ти-
поразмера, работающих в условиях переменных 
контактных нагрузок, за глубинные контактные 
разрушения ответственны зоны диффузионных 
слоев с разными структурными составляющи-
ми. Следовательно, при стендовых испытаниях 
зубчатых колес одного типоразмера в услови-
ях переменного нагружения получают кривую 
усталости для данной детали, имеющей разные 
механические и структурные характеристики 
по толщине упрочненного слоя в зоне контакта 
зубьев. Получаемые таким образом характери-
стики сопротивления усталости дают неверное 
представление о механических свойствах мате-
риала. 

(9)

(10)
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DETERMINISTIC ANALYTICAL MODEL OF RESISTANCE TO DEEP 
CONTACT FATIGUE OF A STRESSED MATERIAL

The stress state of the surface layer in the contact zone of the mating teeth of cylindrical gears is considered. 
It is shown that under contact loading, the stress state of the surface layer is inhomogeneous and changes 
with the distance from the surface. It is established that the value of the equivalent tangential stresses 
does not depend on the standard size of the gears, but is determined by the surface contact stresses σН. 
Moreover, the depth of occurrence of the maximum equivalent tangential stresses depends on the gear 
modulus (the reduced radius of curvature of the mating surfaces of the teeth) and, to a lesser extent, on 

Заключение. При контактном нагружении 
поверхностно упрочненного материала напря-
женное состояние поверхностного слоя неодно-
родное и изменяется с расстоянием от поверх-
ности. 

Величина эквивалентных касательных на-
пряжений не зависит от типоразмера зубчатых 
колес, а определяется поверхностными контакт-
ными напряжениями σН. Глубина же залегания 
максимальных эквивалентных касательных на-
пряжений наоборот зависит от модуля зубчатой 
передачи (приведенного радиуса кривизны со-
пряженных поверхностей зубьев) и в меньшей 
степени — от поверхностных контактных напря-
жений σН.

Неоднородность напряженного состояния 
поверхностного слоя является предпосылкой по-
явления в нем критических зон, в которых могут 
зарождаться и развиваться усталостные процессы 
контактного разрушения.

Учитывая, что структурные характеристики 
диффузионных слоев цементованных зубчатых 
колес неоднородны по толщине диффузионного 
слоя, для зубчатых колес одинакового типораз-
мера, работающих в условиях переменных кон-
тактных нагрузок, за глубинные контактные раз-
рушения ответственны зоны диффузионных слоев 
с разными структурными составляющими.

Установленные закономерности изменения 
напряженного состояния и структурных характе-
ристик диффузионных слоев являются основани-
ем для интерпретации результатов исследований 
сопротивления усталости поверхностно упроч-
ненных зубчатых колес вне зависимости от их ти-
поразмера (модуля).
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the surface contact stresses σН. The inhomogeneity of the stress state and the structural characteristics of 
the diffusion layers of surface-hardened gears is a prerequisite for the appearance of critical zones in them, 
in which fatigue processes of contact failure can originate and develop. A deterministic analytical model 
of the resistance to deep contact fatigue of hardened tooth surfaces is proposed, based on determining 
the service life of the gear before the appearance of progressive deep contact chipping of the active tooth 
surfaces with a regulated variation of the microhardness values in different zones of the diffusion layer.

Keywords: gears, surface hardening, stress state of the surface layer, inhomogeneity, analytical model

DOI: https://doi.org/10.46864/1995-0470-2021-3-56-52-60


