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Введение. В ультразвуковых колебательных 
системах (УЗКС), применяемых в технике и меди-
цине, для передачи колебаний от источника к на-
грузке и их усиления по амплитуде традиционно 
используются стержневые волноводы, которые 
при наличии усилительных свойств называют 
концентраторами. Из уровня техники также из-
вестны примеры применения в УЗКС кольцевых 
волноводных элементов, которые могут выпол-
нять несколько функций:
�� увеличение излучающей поверхности [1];
�� обеспечение всестороннего воздействия колеба-

ний на обрабатываемую среду [1, 2];
�� изменение направления передачи колебаний [3–5];
�� суммирование и разветвление акустических 

мощностей [3];
�� усиление колебаний по амплитуде [5–9].

Наибольший интерес представляет усили-
тельная функция кольцевых волноводов, кото-

рая может быть реализована несколькими спо-
собами [7–9]:
�� за счет окружного изменения геометрических 

параметров поперечного сечения волновода, 
в частности, его осевого момента инерции I;
�� за счет окружного изменения упругих свойств 

материала волновода, в частности, его модуля 
продольной упругости E.

По сравнению со стержневыми концентрато-
рами, кольцевые волноводы-концентраторы явля-
ются более компактными, что позволяет создавать 
на их основе малогабаритные УЗКС.

С технической точки зрения второй вариант 
реализации усилительной функции может быть 
осуществлен путем использования неоднородных 
кольцевых волноводов, изготовленных из функцио
нально-градиентного материала (ФГМ) либо путем 
сварного соединения, например, методом диффузи-
онной сварки, двух кольцевых сегментов из мате-
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риалов с существенно различающимися упругими 
свойствами. В случае использования диффузионной 
сварки между материалами соединяемых сегмен-
тов формируется переходный слой с непрерывным 
изменением (градиентом) состава и физико-меха-
нических свойств и по этой причине можно считать 
данный вариант изготовления волновода частным 
случаем изготовления волновода из ФГМ.

Для однородных равнотолщинных кольцевых 
упругих элементов существуют хорошо развитые 
аналитические и численные методы расчета соб-
ственных частот и форм их колебаний [10, 11]. 
Менее развитой является теория расчета и про-
ектирования неравнотолщинных и неоднородных 
кольцевых упругих элементов [12, 13]. Математи-
ческое моделирование неоднородных кольцевых 
волноводов может производиться методом переда-
точных матриц [14], однако при расчете собствен-
ных форм колебаний с помощью данного метода 
возникает необходимость работы с плохо обуслов-
ленными матрицами. Альтернативным способом 
моделирования, который рассматривается в дан-
ной статье, является использование метода гармо-
нического баланса, который ранее применялся для 
решения задач расчета и проектирования стержне-
вых концентраторов [15, 16]. Целью исследования 
является разработка и апробация методики расче-
та эксплуатационных характеристик (собствен-
ных частот колебаний и коэффициента усиления 
колебаний по амплитуде) неоднородных кольце-
вых волноводов, основанной на применении мето-
да гармонического баланса.

Описание методики моделирования. Схема 
конструкции волновода, являющегося объектом 
исследования, представлена на рисунке 1.

Волновод состоит из двух последовательно 
соединенных сегментов 1 и 2, выполненных из 
материалов с различными значениями модуля 
упругости E и плотности ρ. Волновод представля-
ет собой полное кольцо, которое своим входным 
сечением φ  =  0 жестко соединяется со стержне-
вым волноводом продольных колебаний 3, соб-
ственная частота продольных колебаний которого 
согласовывается с  одной из собственных частот 
изгибных колебаний рассматриваемого кольцево-
го волновода. В силу геометрической симметрии 
модели и, учитывая, что в плоскости геометриче-
ской симметрии имеется только радиальная со-
ставляющая колебательного смещения c амплиту-

дой w0, совпадающей по величине и направлению 
с амплитудой продольных колебаний стержневого 
волновода, изгибные колебания волновода будут 
иметь симметричный характер, что позволяет при 
моделировании рассматривать вместо полного 
кольца его половину. В дальнейшем результаты 
расчетов приводятся для половины кольца в пред-
положении, что они могут быть продолжены на 
вторую половину из соображений симметрии.

Для описания гармонических изгибных коле-
баний волновода в плоскости кривизны восполь-
зуемся дифференциальными уравнениями типа 
Эйлера–Бернулли, учитывающими растяжение 
средней линии волновода и не учитывающими 
сдвиговых деформаций и инерции вращения по-
перечного сечения [17]:

где R — радиус средней линии волновода, м; 
S — площадь поперечного сечения волновода, м2; 
I  — осевой момент инерции поперечного сече-
ния волновода, м4; E(φ) — функция зависимости 
модуля упругости от угловой координаты φ, Па; 
ρ(φ) — функция зависимости плотности от угло-
вой координаты, кг/м3; ω = 2πf — циклическая ча-
стота колебаний, Гц; f — частота колебаний, Гц; 
w(φ) — амплитуда радиальной составляющей 
колебательного смещения, м; v(φ) — амплитуда 
тангенциальной составляющей колебательного 
смещения, м.

Штрихами обозначено дифференцирование 
по угловой координате φ.

Если ввести обозначение u = w′, то получим 
следующие интегро-дифференциальные уравне-
ния колебаний:

где w0 — амплитуда радиальной составляющей ко-
лебательного смещения во входном сечении вол-
новода φ = 0, м.

Решения уравнений колебаний должны удов-
летворять граничным условиям:

Рисунок 1 — Схема конструкции кольцевого волновода
Figure 1 — Design diagram of a ring waveguide
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u(0) = 0; u″(0) = 0; u(π) = 0; 
u″(π) = 0; v(0) = 0; v(π) = 0,

которые соответствуют симметричному характеру 
колебаний волновода.

При записанных граничных условиях попе-
речная сила во входном сечении волновода будет 
равна нулю, что объясняется его соединением 
с резонансным стержневым волноводом продоль-
ных колебаний, для которого в соединяемом 
с  кольцевым волноводом выходном сечении ам-
плитуда  ξ продольных колебаний достигает мак-
симума и,  соответственно, для продольной силы 
 
выполняется условие .

Преимущество описания колебаний с по-
мощью интегро-дифференциальных уравнений 
объясняется тем, что благодаря явному введению 
параметра w0 в уравнения колебаний упрощается 
расчет амплитудно-частотных характеристик ко-
лебаний по сравнению с исходными дифферен-
циальными уравнениями типа Эйлера–Бернул-
ли, в  частности, исчезает необходимость работы 
с сингулярными матрицами.

Для отыскания решения уравнений колебаний 
воспользуемся методом гармонического баланса, 
для чего представим входящие в уравнения функ-
ции угловой координаты в виде многочленов Фу-
рье [15, 16]:

Функции u(φ) и v(φ), представленные в таком 
виде, автоматически удовлетворяют записанным 
выше граничным условиям.

Векторы амплитуд гармоник a(u) и a(v) являют-
ся неизвестными и подлежат определению с по-
мощью метода гармонического баланса, а векторы 
a(E) и a(ρ) рассчитываются по известным формулам 
для коэффициентов ряда Фурье, исходя из задан-
ных законов изменения модуля упругости и плот-
ности по длине окружности волновода.

Для представления функций u(φ) и v(φ) ис-
пользуется N гармоник, а для представления функ-
ций E(φ) и ρ(φ) — 2N гармоник, что упрощает рас-
чет коэффициентов Фурье для произведений вида  
Eu‴с помощью дискретной свертки. Как известно 
из теоремы Бореля о свертке для преобразования 
Фурье, произведению двух функций соответству-
ет свертка их спектральных плотностей. В случае 
рядов Фурье комплексные коэффициенты Фурье 
произведения двух функций будут определяться 
путем дискретной свертки комплексных коэффи-
циентов Фурье этих функций [18]:

где j — мнимая единица; c(1) и c(2) — векторы коэф-
фициентов Фурье функций y1(φ) и y2(φ), а дискрет-
ная свертка определяется выражением

Вычисляя с помощью дискретной свертки 
амплитуды гармоник произведений, входящих 
в уравнения колебаний, и приравнивая между со-
бой амплитуды гармоник одинакового порядка, 
стоящих в правой и левой частях уравнений, полу-
чим неоднородную систему линейных алгебраи-
ческих уравнений относительно векторов a(u) и a(v):

Aa(u) + Ba(v) = b(1);
Ca(u) + Da(v) = b(2), 

где A и B — матрицы коэффициентов размером 
(N + 1) × N; a(u) и a(v) — векторы амплитуд гармо-
ник размером N × 1; b(1) — вектор неоднородных 
членов размером (N + 1) × 1; C и D — матрицы 
коэффициентов размером N × N; b(2) — вектор не-
однородных членов размером N × 1.

Элементы матриц A, B, C и D определяются 
выражениями:

где A(1)
ij, A(2)

ij, A(3)
ij, A(4)

ij, A(5)
ij — коэффициенты, харак-

теризующие вклад j-й гармоники функции u(φ) 
в  амплитуду i-й гармоники произведений Eu‴, 
E′u″, E″u′, , , входящих в уравне-
ния колебаний; B(1)

ij, B(2)
ij, B(3)

ij, B(4)
ij — коэффициенты, 

характеризующие вклад j-й гармоники функции 
v(φ) в амплитуду i-й гармоники произведений Ev‴, 
E′v″, E″v′, Ev′; C (1)

ij, C (2)
ij, C (3)

ij, C (4)
ij — коэффициенты, 

характеризующие вклад j-й гармоники функции 
u(φ) в амплитуду i-й гармоники произведений Eu″, 
E′u′, Eu, ; D(1)

ij, D(2)
ij, D(3)

ij — коэффициенты, 
характеризующие вклад j-й гармоники функции 
v(φ) в амплитуду i-й гармоники произведений Ev″, 
E′v′, ρv.

Элементы векторов неоднородных членов 
имеют вид:

(1)
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Из второго уравнения системы (1) вытекает 
линейная зависимость между векторами a(u) и a(v):

a(v) = D–1b(2) – D–1Ca(u),

подставляя которую в первое уравнение системы, 
получим уравнение относительно вектора a(u):

M(u)a(u) = b(u),

где матрица коэффициентов и вектор неоднород-
ных членов определяются выражениями:

M(u) = A – BD–1C;
b(u) = b(1) – BD–1b(2).

Система (2) является переопределенной, так 
как число уравнений N  +  1 больше числа неиз-
вестных N. Такая система всегда имеет решение 
в смысле наименьших квадратов

которое не всегда является единственным.
Для обеспечения единственности решения 

необходимо потребовать, чтобы евклидова норма 
решения  принимала наименьшее значение. 
Решение, удовлетворяющее этому требованию, 
рассчитывается с помощью псевдообратной ма-
трицы Мура–Пенроуза, являющейся обобщением 
понятия обратной матрицы на случай прямоуголь-
ных матриц [19]:

a(u) = M(u)†b(u),

где M(u)† = (M(u)TM(u))–1M(u)T — псевдообратная ма-
трица.

При заданных геометрических параметрах 
и свойствах материала задача определения соб-
ственных частот fрез симметричных изгибных 
колебаний волновода сводится к определению 
частот f, для которых модуль  амплитуды 
радиальной составляющей колебательного сме-
щения в выходном сечении волновода φ = π при-
нимает максимальное значение:

где  — целая часть.
Данная методика определения собственных 

частот требует дополнительного математического 
обоснования полноты решения, однако сравне-
ние значений собственных частот, рассчитанных 
на основе условия (3), с их значениями, опреде-
ленными с помощью метода конечных элементов 
(МКЭ), показывает, что при рассмотрении симме-
тричных собственных форм оба метода дают оди-
наковый набор собственных частот.

Результаты моделирования и их обсуждение. 
В качестве численного примера рассмотрим за-
дачу определения собственных частот изгибных 
колебаний волновода со следующими параметра-

(2)

(3)

ми: модуль упругости материала входного сег-
мента E1 = 2,1·1011 Па (сталь); модуль упругости 
материала выходного сегмента E2  =  1,3·1011  Па 
(бронза); плотность материала входного сегмента 
ρ1  =  7800  кг/м3; плотность материала выходного 
сегмента ρ2 = 8300 кг/м3; половина центрального 
угла входного сегмента φ0 = 96°; половина угловой 
ширины переходного слоя между входным и вы-
ходным сегментами d = π/32 рад = 5,625°; радиус 
средней линии R = 29 мм; толщина в радиальном 
направлении b = 2 мм. Выбор угла φ0 = 96° объяс
няется тем, что по данным предшествующих рас-
четов [20] при фиксированных значениях осталь-
ных параметров волновода данное значение угла 
обеспечивает максимальную величину коэффи-
циента усиления колебаний по амплитуде. Число 
гармоник было принято равным N  =  30, что по-
зволило достаточно точно описывать быстрые 
изменения свойств материала и их производных 
в переходном слое. В результате расчета с помо-
щью программы MathCad была получена кривая 
зависимости амплитуды w(π) радиальной состав-
ляющей колебательного смещения в выходном се-
чении волновода от частоты f, представленная на 
рисунке 2.

Согласно уравнению (3) экстремумы графика 
соответствуют собственным частотам изгибных 
колебаний волновода. Каждый экстремум соот-
ветствует собственной форме колебаний опреде-
ленного порядка n, характеризующейся наличи-
ем 2n узловых точек амплитуды. Вертикальными 
линиями отмечены значения собственных частот, 
определенные с помощью МКЭ с применением 
программы Comsol Multiphysics. Относительная 
погрешность определения собственных частот 
составила от 0,6 до 4,6  %. Коэффициент усиле-
ния колебаний по амплитуде на большинстве 
собственных частот, за исключением частоты 
24,1 кГц, принимает близкие к единице значения. 
Анализ собственных форм колебаний показыва-

Рисунок 2 — Расчетная зависимость амплитуды w(π) 
от частоты f

Figure 2 — Calculated dependence of the amplitude w(π) 
on the frequency f
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ет, что распределение амплитуды на собственных 
частотах, соответствующих близким к единице 
значениям коэффициента усиления, является ка-

Рисунок 3 — Расчетные распределения амплитуды: 
a — w(φ) для частоты 23,6 кГц; b — w(φ) для частоты 24,1 кГц; 

c — v(φ) для частоты 24,1 кГц
Figure 3 — Calculated distributions of the amplitude: 

a — w(φ) for the frequency of 23.6 kHz; b — for the frequency  
of 24.1 kHz; c — v(φ) for the frequency 24.1 kHz

чественно схожим с распределением амплитуды 
для однородного кольца и характеризуется пери-
одическим изменением знака амплитуды (рису-
нок 3 а).

Такие собственные формы могут быть опи-
саны как знакопеременные и не представляют 
интереса с точки зрения усиления колебаний по 
амплитуде. Собственная форма, соответствую-
щая частоте 24,1 кГц, дает коэффициент усиле-
ния K = 2,16 и представляет собой комбинацию 
изгибной деформации и деформации растяжения 
средней линии волновода или, другими словами, 
содержит коротко- и длинноволновую составля-
ющие (см. рисунок 3 b, кривая 1). Такая собствен-
ная форма может быть охарактеризована как зна-
копостоянная, и для реализации усилительной 
функции волновода необходимо использовать его 
на данной собственной форме. Наличие знакопо-
стоянных и знакопеременных собственных форм 
колебаний для неоднородных кольцевых волно-
водов было установлено ранее при их моделиро-
вании с  помощью метода передаточных матриц 
[14,  20], однако подтверждение существования 
знакопостоянных собственных форм с помощью 
МКЭ в предшествующих исследованиях не при-
водилось.

Значение коэффициента усиления K = 2,16 для 
знакопостоянной собственной формы колебаний, 
определенное методом гармонического баланса, 
оказывается выше значения K = 1,88, определен-
ного с помощью МКЭ. Кривая распределения 
амплитуды, полученная с помощью МКЭ для 
частоты 24,1 кГц (см. рисунок 3 b, кривая 2), ка-
чественно совпадает с кривой, полученной с по-
мощью метода гармонического баланса, однако 
количественно отклоняется от нее до 27,8 %. От-
меченные количественные различия могут быть 
объяснены использованием упрощенных уравне-
ний колебаний типа Эйлера–Бернулли: в дальней-
ших исследованиях планируется использование 
более точных уравнений типа Тимошенко, допол-
нительно учитывающих сдвиговые деформации 
и инерцию вращения поперечного сечения.

Что касается кривой распределения ампли-
туды v(φ) тангенциальной составляющей колеба-
тельного смещения, то для частоты 24,1 кГц она, 
как и кривая w(φ), содержит коротко- и длинно-
волновую составляющие (рисунок 3 c). Однако, 
в отличие от кривой w(φ), кривая v(φ) продолжает-
ся на вторую половину кольца антисимметричным 
(нечетным) образом и, соответственно, амплитуда 
тангенциальной составляющей меняет свой знак 
на второй половине кольца.

Выводы. 1. Разработана методика расчета 
эксплуатационных характеристик (собственных 
частот колебаний и коэффициента усиления ко-
лебаний по амплитуде) неоднородных кольцевых 
волноводов, основанная на применении метода 
гармонического баланса.

c

b

a
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2. На основе анализа численного примера 
показана возможность существования двух ти-
пов собственных форм колебаний неоднород-
ных кольцевых волноводов (знакопеременных 
и знакопостоянных форм) и установлено, что для 
реализации усилительной функции волновода 
необходимо обеспечить его колебания на знакопо-
стоянной собственной форме.

3. Достоверность полученных результатов 
подтверждена путем их сравнения с результатами 
моделирования с помощью МКЭ.
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MATHEMATICAL MODELLING OF VIBRATIONS 
OF NON-UNIFORM RING-SHAPED ULTRASONIC WAVEGUIDES

The article describes technique for modelling of ultrasonic vibrations amplifiers, which are implemented 
in the form of non-uniform ring-shaped waveguides, based on application of harmonic balance meth-
od. Bending vibrations of the waveguide are described by means of non-uniform integral and differential 
equations equivalent to Euler–Bernoulli equations in order to simplify calculation of amplitude-frequency 
characteristics of vibrations, particularly, to exclude the need of working with singular matrices. Using 
harmonic balance method, equations of vibrations are reduced to overdetermined non-uniform linear sys-
tem of algebraic equations, which least-squares solution is determined by means of pseudo-inverse matrix. 
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On the basis of analysis of numerical example possibility of existence of variable-sign and constant-sign 
vibration modes of the waveguide is shown and it is determined that for realization of amplifying function 
it is necessary to use waveguide at constant-sign vibration mode. The constant-sign vibration modes are 
combinations of bending defor-mation and extensional deformation of central line of the waveguide and 
they are detected due to accounting extensibility of the central line in equations of vibrations. Validity of 
the obtained results is confirmed by comparing them to the results of modelling by means of finite element 
method.

Keywords: ultrasound, waveguide, concentrator, functionally graded material, bending vibrations, 
harmonic balance method, finite element method
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