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МЕТОДИКА ОЦЕНКИ МОДАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ ПЛАНЕТАРНЫХ 
РЕДУКТОРОВ МОТОР-КОЛЕС КАРЬЕРНЫХ САМОСВАЛОВ 
ПРИ ИХ ЭКСПЛУАТАЦИОННОЙ ВИБРОДИАГНОСТИКЕ

Диагностика технического состояния планетарных редукторов мотор-колес электромеханических 
силовых установок карьерных самосвалов требует исследования динамических процессов, вызыва-
емых ударными импульсами в зубчатых зацеплениях при пересопряжении зубьев. Уровни возникаю-
щих вибраций определяются собственными частотами и формами колебаний редуктора. В статье 
изложена методика расчета, базирующаяся на исследовании разработанной динамической моде-
ли двухрядного планетарного редуктора мотор-колеса, описывающей крутильные колебания его 
элементов и отличающейся от известных учетом сложного движения сателлитов планетарного 
ряда, оси которых совершают вращение вместе с водилом. Расчет собственных частот и форм 
колебаний сводится к вычислению собственных значений и векторов матрицы специального вида 
на основе применения итерационного численного метода вращений Якоби. В качестве примера при-
веден расчет для зубчатых колес редуктора мотор-колеса карьерных самосвалов БЕЛАЗ серий 7530 
и 7531 грузоподъемностью 220 и 240 тонн соответственно. Выполненный расчет собственных ча-
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Введение. Основной тенденцией развития 
технической диагностики в настоящее время яв-
ляется превращение диагностических средств 
в информационно-диагностические системы, 
интегрируемые в информационно-управляющие 
комплексы. При этом оценка технического состо-
яния и остаточного ресурса технически сложных 
изделий и их наиболее ответственных узлов, осу-
ществляемая в автоматическом режиме, является 
непременной составляющей создаваемых цифро-
вых моделей транспортных средств — так называ-
емых «цифровых теней» и «цифровых двойников» 
[1, 2]. Связано это с тем, что основной задачей та-
ких «цифровых двойников» является непрерывное 
прогнозирование состояния технически сложных 
изделий, оставшегося срока полезного использо-
вания и вероятности безаварийной и безопасной 
работы.

Анализ литературных источников показыва-
ет, что при обработке сигналов вибрации, приме-
няемых для выявления и локализации дефектов 
зубчатых приводов, имеет место использование 
теории вибрационного поля и свойств виброаку-
стического канала, являющихся одними из базо-
вых понятий в вибродиагностике [3, 4].

При этом, с точки зрения виброакустической 
диагностики зубчатых передач, их «цифровым 
двойником» является динамическая модель ре-
дукторного узла. Для исследования динамических 
процессов в планетарных редукторах обычно при-
меняются два типа динамических моделей: моде-
ли с сосредоточенными параметрами, в которых 
зубчатое зацепление представляется в виде жест-
ких дисков, соединенных упругодемпфирующей 
связью, и модели, основанные на использовании 
метода конечных элементов (МКЭ). Недостатком 
способа моделирования планетарного редуктора 
с помощью МКЭ в динамической постановке для 
большого числа контактных пар являются значи-
тельные временные затраты и высокие требования 
к вычислительной технике. Поэтому чаще рассма-
тривают динамическую модель планетарного ре-
дуктора, сочетающую преимущества моделирова-
ния зацепления зубчатых колес и решения задач 
динамики аналитическими методами. Для такой 

модели исследуются параметрические колебания 
системы с кинематическим возбуждением за счет 
переменной жесткости зацепления и нелинейны-
ми эффектами, определяемыми моделированием 
условия потери контакта зубьев.

Динамическая модель пары зубчатых колес, 
позволяющая одновременно учитывать крутиль-
ные колебания и поперечные колебания вдоль 
линии зацепления, рассмотрена в работах [5–7]. 
Вынужденные колебания в принятой схеме опи-
сываются системой обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Динамическое возбуждающее 
воздействие в зубчатом зацеплении представля-
лось в виде периодически повторяющихся удар-
ных импульсов. В первом приближении форма 
импульса динамического воздействия зубьев при-
нималась прямоугольной. При этом амплитуда 
и время действия импульсов задавались априори 
по приближенным зависимостям, не учитываю-
щим погрешности изготовления зубчатых колес, 
скорости соударения зубьев, геометрию зубчатого 
зацепления.

Динамическая модель механизмов много-
ступенчатых зубчатых передач с неподвижными 
осями при представлении зубчатых колес в виде 
твердых тел сводится к многомассовой системе, 
расчет которой с применением персонального 
компьютера не представляет особых затрудне-
ний. Результаты теоретических и эксперимен-
тальных исследований динамических процессов, 
происходящих в редукторных системах, числен-
ные методы расчета вынужденных колебаний 
и собственных частот содержатся в сборниках 
статей [8, 9].

Динамические процессы планетарных редук-
торов описываются с помощью модели, состоящей 
как из элементов с сосредоточенными параметра-
ми, в которой водило и зубчатые передачи рассма-
триваются как твердые тела, совершающие коле-
бания на упругих связях (зубчатых зацеплениях, 
опорах), так и элементов с распределенными инер-
ционными и жесткостными параметрами в слу-
чае, если коронная шестерня является достаточно 
гибким элементом [6, 8, 9]. В указанных работах 
проведено исследование свободных и вынужден-

стот редуктора позволяет определить те гармонические составляющие возбуждающих вибрации 
возмущений в виде ударных импульсов, которые вызывают в механизме резонансные явления, спо-
собствующие значительному повышению уровней динамических нагрузок и ускоряющие процессы 
расходования ресурса зубчатых передач. Кроме того, анализ параметров собственных форм дает 
возможность установить элементы редуктора с наибольшей виброактивностью и отслеживать 
в процессе вибромониторинга техническое состояние зубчатых передач, лимитирующих надеж-
ность механизма.

Ключевые слова: карьерный самосвал, редуктор мотор-колеса, планетарная зубчатая передача, 
динамическая модель, собственные частоты и формы колебаний, диагностика технического 
состояния
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ных колебаний планетарных редукторов методом 
динамических податливостей, предполагающее 
разбиение системы на простые подсистемы, свя-
занные условиями совместности деформаций. 
Динамическое состояние каждой из подсистем 
описывается соответствующими дифференциаль-
ными уравнениями. МКЭ, позволяющий учиты-
вать податливость всех элементов, использован 
для исследования динамических процессов в пла-
нетарных механизмах в работах [10–12]. В статьях 
[13, 14] разработана гибридная динамическая мо-
дель планетарного редуктора привода вентилято-
ра газотурбинного двигателя, основанная на моде-
лировании зацепления зубчатых колес с помощью 
МКЭ и решении задач динамики аналитическими 
методами. В работе [15] проведено моделирова-
ние переходных процессов при трогании и разгоне 
карьерного самосвала БЕЛАЗ-75131 с электромо-
тор-колесами на основе представления планетар-
ного двухрядного редуктора мотор-колеса (РМК) 
в виде динамической модели с сосредоточенными 
параметрами, теоретически и экспериментально 
определены собственные частоты редуктора.

В ряде работ [16–19] исследуются вибрации 
элементов зубчатых механизмов, вызванные им-
пульсами сил, возникающими при внезапном 
изменении жесткости зубчатого зацепления или 
внезапном изменении жесткости контакта из-за 
наличия дефекта в зацеплении.

Характерной особенностью зубчатых меха-
низмов является то, что их функционирование 
всегда сопровождается ударным взаимодействи-
ем зубьев [20]. Параметры импульсных вибраций 
тесно связаны с динамической нагруженностью 
зубчатых сопряжений, дефектами зацепления 
и поэтому могут служить достоверными диагно-
стическими признаками технического состояния 
зубчатых передач.

В свою очередь, возмущающие импульсные 
силы приводят к вибрации деталей машин, рас-
пространяющейся от точки приложения сил в эле-
менты соседствующих конструкций или непо-
средственно в воздушную среду. Таким образом, 
структурные параметры технического состояния 
машин проявляются в виде динамических воз-
действий, возбуждающих вибрацию в зонах кон-
такта деталей [21], и далее вибрация в виде волн 
распространяется по конструкциям, достигает 
поверхности корпуса узла и измеряется при диаг-
ностировании.

Для эффективного диагностирования сложных 
технических систем на ранних стадиях зарожде-
ния повреждений также нередко прибегают к чис-
ленному моделированию. Так, в [22] на примере 
пятиступенчатой механической синхронизирован-
ной коробки передач описана методика исследова-
ния в программной среде COMSOL Multiphysics, 
включающего прочностной анализ механического 
контакта зубчатого зацепления, анализ динамики 

многомассовой системы редуктора в сборе и ви-
броакустический анализ работающей коробки пе-
редач.

Постановка задачи. Цель данной работы со-
стоит в разработке методики расчета собственных 
частот и форм крутильных колебаний элементов 
двухрядного планетарного РМК самосвала БЕЛАЗ, 
позволяющей определить амплитуды гармониче-
ских составляющих ударных импульсов, вызыва-
ющих в механизме резонансные явления, которые 
способствуют существенному повышению уров-
ней динамических нагрузок и ускоряют процессы 
расходования ресурса зубчатых передач.

Методический подход к исследованию виб-
рационных процессов в зубчатых приводных 
механизмах. Разработка динамической модели 
проводится на основе методического подхода, из-
ложенного в [20]. Суть его заключается в том, что 
при исследовании виброактивности приводных 
зубчатых механизмов устанавливается область ра-
бочего диапазона частот главных возбуждающих 
вибрации возмущений. В зубчатом зацеплении 
динамическое возмущающее воздействие пред-
ставляется в виде периодически повторяющихся 
ударных импульсов с зубцовой и кратными ей 
частотами. Далее проводится динамический ана-
лиз зубчатого механизма и определяются его соб-
ственные частоты. Спектральный анализ ударных 
импульсов позволяет выделить те гармонические 
составляющие, которые производят в приводном 
механизме возмущающее воздействие на соб-
ственных частотах.

Обоснование предложенного подхода может 
быть дано на основе представления упругой си-
стемы механизма в виде набора гармонических 
осцилляторов [23], интерпретирующих рассма-
триваемый в теории колебаний процесс разложе-
ния колебаний по собственным формам. В этом 
случае снимаемый с корпуса механизма вибро-
акустический сигнал является результатом коле-
баний осцилляторов, возбужденных на собствен-
ных частотах механизма одновременно одним или 
несколькими ударными импульсами [4, 24].

Износ и контактное выкрашивание зубчатых 
профилей изменяют условия взаимодействия 
зубьев, что приводит к изменению амплитуды 
и формы ударного импульса, а, следовательно, 
динамической составляющей нагрузки в зубчатом 
зацеплении. В свою очередь величина динами-
ческой нагруженности определяет уровень виб-
роакустической активности зубчатой передачи. 
Это дает возможность использовать параметры 
вибраций, в частности амплитуды колебаний на 
зубцовых частотах и их гармониках, для оценки 
технического состояния механизма в процессе 
эксплуатации.

Задача установления связи между парамет-
рами ударного импульса в зацеплении зубчатых 
колес и параметрами вибрационного сигнала, вос-
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принимаемого вибродатчиком, решается исследо-
ванием динамического процесса распространения 
упругих колебаний механизма. Это позволяет по 
результатам замеров виброимпульсов оценить 
уровень нагруженности и контактные напряжения 
в зубчатом зацеплении, по которым прогнозирует-
ся остаточный ресурс зубчатых механизмов в про-
цессе эксплуатации.

Динамическая схема и дифференциальные 
уравнения собственных (крутильных) колеба-
ний зубчатых колес РМК карьерных самосвалов 
БЕЛАЗ. На рисунке 1 приведена кинематическая 
схема планетарного РМК карьерных самосвалов 

БЕЛАЗ серий 7530 и 7531 грузоподъем  ностью 
220 и 240 тонн соответственно. Обзор разработан-
ных различными исследователями моделей и ме-
тодов расчета свободных и вынужденных коле-
баний планетарных редукторов показал, что в их 
работах не учитывается сложное движение сател-
литов планетарных рядов, оси которых соверша-
ют вращение вместе с водилом. Вследствие этого 
недостаточно точно учитываются усилия и дефор-
мации в зацеплениях центральных и коронных 
зубчатых колес с сателлитами, что приводит к не-
которому искажению результатов моделирования 
происходящих в редукторе динамических процес-
сов. Поэтому разработка динамической модели 
и составление уравнений движения двухрядного 
планетарного РМК карьерных самосвалов БЕЛАЗ 
проводятся с учетом подвижности осей вращения 
сателлитов.

Поскольку РМК состоит из тяжелонагружен-
ных зубчатых передач, принимается допущение, 
что зацепления пар взаимодействующих зубьев 
в процессе их пересопряжения не нарушаются 
при происходящих в РМК крутильных колебани-
ях. Это позволяет представить РМК в виде дина-
мической модели с сосредоточенными параметра-
ми, состоящей из твердых тел и удерживающих 
упругих связей между ними.

Динамическая схема 1-го планетарного ряда 
РМК представлена на рисунке 2 а. Она состоит 
из жестких дисков 1, 21, 22, 23, моделирующих 
центральную шестерню Z1 и сателлиты Z2, совер-
шающих соответственно вращательное и плоско-
параллельное движения, и жесткого обода, моде-
лирующего ступицу b ведущего колеса карьерного 
самосвала вместе с коронными шестернями Z3 и Z6 
планетарных рядов, совершающего вращательное 

Рисунок 1 — Кинематическая схема планетарного РМК 
самосвалов БЕЛАЗ

Figure 1 — Kinematic diagram of the planetary motor wheel 
reducer of BELAZ mining dump trucks

Рисунок 2 — Динамические схемы двухрядного планетарного РМК карьерных самосвалов БЕЛАЗ: 
а — 1-й ряд; b — 2-й ряд (часть схемы)

Figure 2 — Dynamic schemes of the two-row planetary motor wheel reducer of BELAZ mining dump trucks: 
a — 1st row; b — 2nd row (part of the scheme)

a             b
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движение. При этом диски соединены упругими 
связями, моделирующими зубчатые зацепления 
и имеющими жесткости с12, с23. Динамическая схе-
ма 2-го ряда отличается от схемы 1-го ряда тем, 
что оси сателлитов Z5 неподвижны и жесткие ди-
ски 5, их моделирующие, совершают вращатель-
ное движение (см. рисунок 2 b; показана часть схе-
мы, включающая один сателлит). Предполагается, 
что водило h 1-го ряда соединено с центральной 
шестерней Z4 2-го ряда упругим валом, работаю-
щим на кручение (на рисунке 2 не показан). Не-
обходимость введения упругой связи обусловлена 
наличием в конструкции РМК зубчатой муфты, по-
датливость которой сопоставима по величине с по-
датливостями зацеплений зубчатых колес.

За обобщенные координаты, определяющие 
положение элементов РМК, принимаются углы 
поворота центральных зубчатых колес φ1, φ4, во-
дила φh, ступицы ведущего колеса карьерного са-
мосвала φст, сателлитов 1-го ряда φ21, φ22, φ23, са-
теллитов 2-го ряда φ51, φ52, φ53.

Дифференциальные уравнения движения эле-
ментов РМК составляются на основе методов ди-
намики твердого тела [25]:

(1)

где Rb1, …, Rb5 — радиусы основных окружностей 
зубчатых колес 1, …, 5; aw12, aw45 — межосевые 
расстояния зубчатых пар (1, 2) и (4, 5); I1, I4 — мо-
менты инерции относительно осей вращения цен-
тральных шестерен 1, 4; I2, I5 — моменты инер-
ции относительно осей вращения сателлитов 2, 5; 
Ih = I h́ + 3m2a2

w12 — момент инерции относительно 
оси вращения водила 1-го ряда РМК в сборе с са-
теллитами, осями и подшипниками сателлитов; 
I h́ — момент инерции относительно оси вращения 
водила 1-го ряда в сборе с осями и подшипника-
ми сателлитов; m2 — масса сателлита 1-го ряда; 
Iст — момент инерции относительно оси вращения 
ступицы ведущего колеса и жестко соединенных 
с ней деталей; c12, c23, c45, c56 — жесткости заце-
плений зубчатых пар (1, 2), (2, 3), (4, 5), (5, 6), Н/м; 
ch4 — коэффициент крутильной жесткости вала, 
соединяющего водило 1-го ряда с центральной 
шестерней 2-го ряда РМК, Н·м/рад.

При составлении уравнений (1) учтено усло-
вие равенства углов поворота коронных шестерен 
и ступицы колеса (см. рисунок 1): φz3 = φz6 = φст.

Расчет параметров динамической схемы 
РМК. В таблице 1 приведены параметры зубчатых 
колес РМК карьерных самосвалов БЕЛАЗ серий 
7530 и 7531. Передаточное отношение РМК нахо-
дится по формуле

Межосевые расстояния зубчатых пар «цен-
тральное колесо — сателлит» и радиусы основ-
ных окружностей зубчатых колес вычисляются 
с учетом их смещений в соответствии с ГОСТ 
16532-70 [26]: aw12 = 284,384 мм; aw45 = 320,632 мм; 
Rb1 = 90,211 мм; Rb2 = 165,386 мм; Rb4 = 118,401 мм; 
Rb5 = 169,145 мм.

Моменты инерции движущихся масс РМК 
представлены в таблице 2.

Жесткости зацеплений зубчатых передач опре-
деляются через значения удельных нормальных 

Таблица 1 — Параметры зубчатых колес РМК БЕЛАЗ серий 
7530 и 7531
Table 1 — Parameters of gears of the BELAZ motor wheel 
reducers of the 7530 and 7531 series

Зубчатое колесо 
редуктора Модуль, мм Число зубьев, z

Центральное колесо Z1 8 24
Сателлиты Z2 8 44
Коронная шестерня Z3 8 117
Центральное колесо Z4 12 21
Сателлиты Z5 12 30
Коронная шестерня Z6 12 84
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жесткостей пар зубьев c′ и c″ для передач с внеш-
ним и внутренним зацеплением соответственно.

Удельная жесткость c′ пары зубьев для передач 
с внешним зацеплением рассчитывается по выра-
жению ГОСТ 21354-87 [27]:

где zv1, zv2 — эквивалентные числа зубьев шестер-
ни и колеса, равные для прямозубых цилиндриче-
ских колес их числам зубьев: zv1 = z1, zv2 = z2; x1, 
x2 — коэффициенты смещения шестерни и колеса.

Удельная жесткость пары зубьев c″ для передач 
с внутренним зацеплением согласно рекомендаци-
ям руководства Р.007-2004 [28] рассчитывается по 
выражению (2), в котором принимается zv2 = ∞:

Вычисленные по формулам (2), (3) величины 
удельных жесткостей приведены в таблице 3.

Жесткости зацеплений c выражаются через 
удельные жесткости c′ и c″ для внешнего и вну-

(2)

(3)

треннего зацеплений соответственно по фор-
мулам:

c = cʹbw; c = cʺbw, 

где с — жесткость зацепления, Н/мкм; c′ и c″ — 
удельные жесткости для внешнего и внутреннего 
зацеплений соответственно, Н/(мм·мкм); bw — ра-
бочая ширина венца зубчатой передачи, мм.

Для планетарного РМК имеем: bw12 = 92 мм; 
bw23 = 85 мм; bw45 = 205 мм; bw56 = 190 мм. Опреде-
ляем жесткости зацеплений зубчатых пар по фор-
муле (4):

c12 = cʹ12bw12 = 14,217·92 = 1308 Н/мкм = 1,308·109 Н/м;
с23 = сʺ23bw23 = 19,324·85 = 1643 Н/мкм = 1,643·109 Н/м;
с45 = cʹ45bw45 = 14,32·205 = 2936 Н/мкм = 2,936·109 Н/м;
с56 = c 5̋6bw56 = 19,144·190 = 3637 Н/мкм = 3,637·109 Н/м.

Зубчатая муфта РМК через эвольвентные шли-
цы соединена с водилом 1-го ряда и центральной 
шестерней 2-го ряда. Податливость шлицевых сое-
динений определяется по формуле [29]:

eш = kш / d 2
срlhz,

где eш — податливость шлицевых соединений, рад/(Н·м); 
kш = 4,2·10–12 м3/Н; dср — средний диаметр соеди-
нения, м; l — длина соединения, м; h — активная 
высота шлица, м; z — число шлицев.

(4)

(5)

Элемент РМК Численное значение момента 
инерции, кг·м2

Момент инерции массы динамической 
схемы (см. рисунок 2)

Центральная шестерня 1-го ряда 0,135 I1

Сателлит 1-го ряда 1,017 I2

Водило 1-го ряда в сборе с сателлитами, 
осями и подшипниками сателлитов 43,5 Ih

Зубчатая муфта 0,517 Ih; I4

Центральная шестерня 2-го ряда 0,983 I4

Сателлит 2-го ряда 2,503 I5

Крышка ведущая 82,3 Iст

Коронная шестерня 1-го ряда 17,9 Iст

Ступица заднего колеса 502,5 Iст

Коронная шестерня 2-го ряда 78,1 Iст

Крышка внутренняя (корпус манжет) 27,2 Iст

Кольца подшипников ступицы наружные 29,6 Iст

Таблица 2 — Моменты инерции вращающихся элементов РМК
Table 2 — Inertia moments of the motor wheel reducer rotating elements

Зубчатая пара
Удельная нормальная жесткость

Обозначение Значение, Н/(мм·мкм)
«Центральная шестерня — сателлит 1-го ряда» c′12 14,217
«Центральная шестерня — сателлит 2-го ряда» c′45 14,320
«Сателлит — коронная шестерня 1-го ряда» c″23 19,324
«Сателлит — коронная шестерня 2-го ряда» c″56 19,144

Таблица 3 — Удельные нормальные жесткости зубчатых пар
Table 3 — Single stiffnesses of tooth pairs
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Для эвольвентного профиля приближенно 
dср = D – 1,1m; h = 0,8m [30]. Вследствие наличия 
зазоров, погрешностей изготовления и сборки, 
неравномерности распределения нагрузки между 
шлицами при расчетах условно принимаем, что 
нагрузка передается только половиной шлицев.

Вычисляем податливость шлицевого соедине-
ния «зубчатая муфта — водило» по формуле (5): 

m = 5 мм; z = 50; D = 260 мм; l = 56 мм; 
dср = 260 – 1,1·5 = 254,5 мм; h = 0,8·5 = 4 мм;
еш(мв) = 4,2·10–12 / (0,25452·0,056·0,004·50/2) = 

= 1,158·10–8 рад/(Н·м).

Вычисляем податливость шлицевого соедине-
ния «зубчатая муфта — центральная шестерня» по 
формуле (5):

m = 12 мм; z = 21; D = 278 мм; l = 40 мм; 
dср = 278 – 1,1·12 = 264,8 мм; h = 0,8·12 = 9,6 мм;

еш(мц) = 4,2·10–12 / (0,26482·0,04·0,0096·21/2) = 
= 1,486·10–8 рад/(Н·м).

По методу парциальных систем [29] выпол-
няем преобразование подсистемы, состоящей из 
массы зубчатой муфты и примыкающих к ней 
упругих валов с податливостями eш(мв) и eш(мц), 
путем разделения массы на две и объединения 
их с соседними, а также объединения упругих 
валов.

Моменты инерции частей массы зубчатой 
муфты, добавляемых к массам водила и централь-
ной шестерни соответственно, вычисляются по 
формулам [29]:

Iмв = Iмеш(мц)/(еш(мв) + еш(мц));
Iмц = Iмеш(мв)/(еш(мв) + еш(мц)),

где Iм — момент инерции зубчатой муфты.
После подстановки в выражения (6) значения 

Iм = 0,517 кг·м2 (см. таблицу 2), находим:

Iмв = 0,517·1,486·10–8 / (1,158·10–8 + 1,486·10–8) = 
= 0,291 кг·м2;

Iмц = 0,517·1,158·10–8 / (1,158·10–8 + 1,486·10–8) = 
= 0,226 кг·м2.

Податливость упругого вала, полученно-
го объе динением валов с податливостями eш(мв) 
и eш(мц), соединяющего водило 1-го ряда с цен-
тральной шестерней 2-го ряда РМК,

еh4 = еш(мв) + еш(мц) = 1,158·10–8 + 1,486·10–8 = 
= 2,644·10–8 рад/(Н·м).

Коэффициент крутильной жесткости упругого 
вала

ch4 = 1/eh4 = (2,644·10–8)–1 = 3,782·107 Н·м/рад.

На основании проведенных расчетов окон-
чательно находим значения параметров динами-
ческой схемы на рисунке 2, входящих в уравне-
ния (1), которые представлены в таблице 4.

(6)

Расчет частот и форм собственных колеба-
ний РМК. Уравнения собственных колебаний для 
механических систем с сосредоточенными пара-
метрами можно представить в матричной форме 
[31–33]:

Aq̈ + Cq = 0,

где q — вектор-столбец обобщенных перемеще-
ний; q̈ — вектор-столбец обобщенных ускорений; 
A — матрица инерции системы; C — матрица 
жесткости системы.

Для динамической схемы планетарного РМК, 
приведенной на рисунке 2, движение элементов 
которой описывается уравнениями (1), матрицы 
инерции и жесткости соответственно имеют вид: 
A = [Aij]10×10 и C = [Cij]10×10. Ненулевые элементы 
матрицы инерции A: A11 = I1; A22 = A33 = A44 = I2; 
A55 = Ih; A66 = I4; A77 = A88 = A99 = I5; A10,10 = Iст. Ненуле-
вые элементы матрицы жесткости C: C11 = 3c12R2

b1; 
C12 = C13 = C14 = C21 = C31 = C41 = –c12Rb1Rb2; 
C15 = C51 = –3c12Rb1aw12; C22 = C33 = C44 = (c12 + c23)R2

b2; 
C25 = C35 = C45 = C52 = C53 = C54 = (c12 – c23)Rb2aw12; 
C2,10 = C3,10 = C4,10 = C10,2 = C10,3 = C10,4 = 
= –c23Rb2(aw12 + Rb2); C55 = 3(c12 + c23)a2

w12 + ch4; 
C56 = C65 = –ch4; C5,10 = C10,5 = 3c23aw12(aw12 + Rb2); 
C66 = 3c45R2

b4 + ch4; C67 = C68 = C69 = C76 = C86 = C96 = 
= –c45Rb4Rb5; C77 = C88 = C99 = (c45 + c56)R2

b5; C7,10 = C8,10 = 
= C9,10 = C10,7 = C10,8 = C10,9 = –c56Rb5(aw45 + Rb5); 
C10,10 = 3c23(aw12 + Rb2)2 + 3c56(aw45 + Rb5)2.

Расчет частот и форм собственных колебаний 
сводится к вычислению собственных значений 
и собственных векторов матрицы специального 

Параметр Обозначение Значение

Радиус основной окружности 
зубчатого колеса, м

Rb1 0,090211
Rb2 0,165386
Rb4 0,118401
Rb5 0,169145

Межосевое расстояние зубча-
той пары, м

aw12 0,284384
aw45 0,320632

Момент инерции относитель-
но оси вращения, кг·м2

I1 0,135
I2 1,017
Ih 43,791
I4 1,209
I5 2,503
Iст 737,6

Жесткость зацепления зубча-
той пары, Н/м

c12 1,308·109

c23 1,643·109

c45 2,936·109

c56 3,637·109

Коэффициент крутильной 
жесткости вала, Н·м/рад ch4 3,782·107

Таблица 4 — Параметры динамической схемы РМК 
(см. рисунок 2)
Table 4 — Parameters of the dynamic scheme of the motor wheel 
reducer (see Figure 2)
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вида A–1C [32, 33], где A, C — действительные 
симметричные матрицы и A — положительно 
определенная.

Для определения собственных значений 
и собственных векторов матрицы A–1C исполь-
зуется подход, основанный на применении ите-
рационного численного метода вращений Якоби 
[31, 33, 34]. Данный метод позволяет находить 
все собственные значения и собственные векто-
ры вещественной симметричной матрицы с очень 
высокой точностью. Поскольку матрица A–1C не-
симметричная, выполняется ее предварительное 
преобразование к симметричному виду.

В работе [33] показано, что если матрица инер-
ции A является диагональной, то несимметричная 
матрица A–1C подобна симметричной матрице 
A–1/2CA–1/2 с преобразующей матрицей A–1/2. На ос-
новании свойств подобных матриц [34] собствен-
ные значения матриц A–1C и A–1/2CA–1/2 совпадают, 
а собственные векторы матрицы A–1C получаются 
из собственных векторов матрицы A–1/2CA–1/2 пу-
тем умножения их слева на матрицу A–1/2.

Для исследуемой динамической схемы (см. 
рисунок 2) симметричная матрица H = A–1/2CA–1/2, 
подобная матрице A–1C, после подстановки чис-
ловых значений параметров схемы из таблицы 4 
принимает вид H = [Hij]10×10 с ненулевыми элемен-
тами H11 = 2,36545∙108; H12 = H13 = H14 = H21 = H31 = 
= H41 = –5,2667∙107; H15 = H51 = –4,14032∙107; 
H22 = H33 = H44 = 7,93681∙107; H25 = H35 = H45 = H52 = 
= H53 = H54 = –2,361∙106; H2,10 = H3,10 = H4,10 = H10,2 = 
= H10,3 = H10,4 = –4,46227∙106; H55 = 1,72136∙107; 
H56 = H65 = –5,19776∙106; H5,10 = H10,5 = 3,50794∙106; 
H66 = 1,33414∙108; H67 = H68 = H69 = H76 = H86 = H96 = 
= –3,38008∙107; H77 = H88 = H99 = 7,51313∙107; H7,10 = 
= H8,10 = H9,10 = H10,7 = H10,8 = H10,9 = –7,01229∙106; 
H10,10 = 4,90028∙106.

Собственные значения матрицы H являются 
квадратами собственных частот динамической 
схемы. Собственные векторы матрицы H после 
умножения их слева на матрицу A–1/2 представля-
ют собой собственные формы колебаний динами-
ческой схемы.

Результаты расчета, полученные после упо-
рядочивания значений собственных частот по 
возрастанию и нормирования собственных форм 
колебаний (первая ненулевая компонента равна 1), 
представлены в таблице 5.

Заключение. Изложена методика расчета соб-
ственных частот и форм колебаний, базирующая-
ся на исследовании разработанной динамической 
модели двухрядного планетарного редуктора мо-
тор-колеса, описывающей крутильные колебания 
его элементов, отличающейся от известных уче-
том сложного движения сателлитов планетарного 
ряда, оси которых совершают вращение вместе 
с водилом. Расчет собственных частот и форм 
колебаний сводится к вычислению собственных 
значений и векторов матрицы специального вида 
на основе применения итерационного численного 
метода вращений Якоби, обладающего высокой 
точностью.

Выполненный расчет собственных частот ре-
дуктора позволяет определить гармонические 
составляющие возбуждающих вибрации возму-
щений в виде ударных импульсов, которые вызы-
вают в механизме резонансные явления, способ-
ствующие значительному повышению уровней 
динамических нагрузок и ускоряющие процессы 
расходования ресурса зубчатых передач. Кроме 
того, анализ параметров собственных форм дает 
возможность установить элементы редуктора 
с наибольшей виброактивностью и отслеживать 
в процессе вибромониторинга техническое состо-
яние зубчатых передач, лимитирующих надеж-
ность механизма.

В качестве примера приведен расчет для зубча-
тых колес редуктора мотор-колеса карьерных са-
мосвалов БЕЛАЗ серий 7530 и 7531 грузоподъем-
ностью 220 и 240 тонн соответственно.

Использование изложенной выше методики 
дает возможность выбора вибрационных диа-
гностических критериев, по изменению которых 
оценивается техническое состояние элементов 
редуктора мотор-колеса в процессе эксплуатации 
карьерных самосвалов.

Частота, рад/с (Гц) Форма колебаний
0 1 0,3165 0,3165 0,3165 0,1332 0,1332 0,0932 0,0932 0,0932 0,0322

1013 (161,3) 1 0,1943 0,1943 0,1943 0,2028 –0,0890 –0,1243 –0,1243 –0,1243 –0,0591
6378 (1015) 1 0,5454 0,5454 0,5454 –0,0545 –1,4799 –0,9290 –0,9290 –0,9290 0,0229
7181 (1143) 1 0,5892 0,5892 0,5892 –0,0946 0,1773 0,1197 0,1197 0,1197 –0,0112
8668 (1380) 0 0 0 0 0 0 1 –1,0097 0,0097 0
8668 (1380) 0 0 0 0 0 0 1 0,9715 –1,9715 0
8909 (1418) 0 1 –1,0028 0,0028 0 0 0 0 0 0
8909 (1418) 0 1 0,9916 –1,9916 0 0 0 0 0 0

13040 (2075) 1 –0,1571 –0,1571 –0,1571 0,1806 –35,4932 8,8680 8,8680 8,8680 –0,0644
16831 (2679) 1 –0,0936 –0,0936 –0,0936 –0,0083 0,0020 –0,0003 –0,0003 –0,0003 0,0001

Таблица 5 — Частоты и формы собственных колебаний РМК
Table 5 — Natural frequencies and modes of the motor wheel reducer
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METHOD FOR ASSESSING THE MODAL PARAMETERS OF PLANETARY 
REDUCERS OF MINING DUMP TRUCKS MOTOR WHEELS 
DURING THEIR OPERATIONAL VIBRATION DIAGNOSTICS

Technical condition diagnostics of the planetary reducers of motor wheels in mining dump trucks electro-
mechanical power units requires the study of dynamic processes caused by shock pulses in gearings when 
tooth remating. The levels of the occurring vibrations are determined by the natural frequencies and natu-
ral modes of reducer. The article describes calculation method based on the study of the developed dynamic 
model of a two-row planetary reducer of a motor wheel, describing the torsional vibrations of its elements 
and differing from the known ones by taking into account the compound motion of the planetary row satel-
lites, the axes of which rotate together with the carrier. The calculation of natural frequencies and modes of 
vibrations is reduced to the computation of eigenvalues and eigenvectors of a matrix of special form based 
on the application of the iterative numerical method of Jacobi rotations. As an example, the calculation is 
given for gears of the motor wheel reducer of BELAZ mining dump trucks of the 7530 and 7531 series with 
a load capacity of 220 and 240 tons, respectively. The calculation of the natural frequencies of reducer 
performed makes it possible to determine those harmonic components of vibration-inducing disturbances 
in the form of shock pulses which cause resonance phenomena in the mechanism contributing to a signif-
icant increase of dynamic loads levels and accelerating the processes of lifetime expense of gear trains. 
In addition, the analysis of natural modes parameters makes it possible to determine the reducer elements 
with the highest vibration activity and monitor during vibration monitoring the technical condition of gear 
trains that limit the reliability of the mechanism.

Keywords: mining dump truck, motor wheel reducer, planetary gear train, dynamic model, natural 
frequencies and modes, technical condition diagnostics
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