
25

ISSN 1995-0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2023. № 3(64)

Введение. Оболочки и панели из композитных 
материалов (КМ), используемые в современной 

УДК 539.4

А.П. ЯНКОВСКИЙ, д-р физ.-мат. наук
ведущий научный сотрудник лаборатории физики быстропротекающих процессов 
E-mail: yankovsky_ap@rambler.ru

Институт теоретической и прикладной механики им. С.А. Христиановича СО РАН, г. Новосибирск, 
Российская Федерация

Поступила в редакцию 11.04.2023.

МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕРМОУПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО 
ДИНАМИЧЕСКОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ ГИБКИХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
АРМИРОВАННЫХ ОБОЛОЧЕК 

Разработана математическая модель термоупруговязкопластического изгибного динамическо-
го деформирования тонких круговых цилиндрических оболочек со сложными структурами арми-
рования. Слабое сопротивление поперечному сдвигу и волновые процессы в таких композитных 
конструкциях моделируются в рамках неклассической теории изгиба Амбарцумяна. Учет геоме-
трической нелинейности задачи производится в приближении Кармана. Материалы композиции 
являются изотропными; их пластическое деформирование описывается соотношениями теории 
течения с функцией нагружения, которая зависит от температуры и скорости деформирования. 
Учтена связанность тепловой и механической составляющих рассматриваемой задачи. По толщи-
не конструкций температура аппроксимирована полиномом 7-го порядка. Сформулированная нели-
нейная двумерная начально-краевая задача численно проинтегрирована с использованием явной схе-
мы шагов по времени. Исследовано упруговязкопластическое и упругопластическое динамическое 
поведение стеклопластиковых и металлокомпозитных длинных цилиндрических оболочек, которые 
ортогонально армированы в окружном и продольном направлениях. Конструкции нагружаются из-
нутри давлением, которое аналогично давлению в воздушной взрывной волне. Показано, что гибкие 
стеклопластиковые оболочки при осесимметричном деформировании могут в отдельных точках 
испытывать дополнительный нагрев на 11…13 °С. Аналогичные же по геометрии и структуре ар-
мирования металлокомпозитные конструкции — на 40…60 °С. Термоупругопластические расчеты 
приводят к завышению максимальных значений температуры в стеклопластиковых оболочках на 
1,0…1,5 °С по сравнению с термоупруговязкопластическими расчетами, а для металлокомпозит-
ных конструкций, наоборот, к занижению этих величин на 20 °С. Продемонстрировано, что расче-
ты стеклопластиковых оболочек можно проводить без учета теплового отклика в них, а динамику 
металлокомпозитных оболочек целесообразно рассчитывать, учитывая температурный отклик. 
Динамическое поведение как металлокомпозитных, так и стеклопластиковых конструкций необхо-
димо рассчитывать с учетом чувствительности пластических свойств их компонентов компози-
ции к скорости деформирования.
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инженерии, могут подвергаться высокоинтенсив-
ному силовому и тепловому нагружению [1–10], 
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при котором материалы компонентов композиции 
деформируются пластически [1, 4, 5, 7–9, 11–13]. 
Следовательно, актуальной является проблема 
математического моделирования динамическо-
го термоупругопластического деформирования 
тонкостенных КМ-конструкций, которая на се-
годняшний день находится в стадии становления 
[1, 4, 5, 7–9, 14–17].

Физико-механические характеристики матери-
алов существенно зависят не только от температу-
ры [11, 12, 18, 19], но и от скорости деформирова-
ния [18, 19] (особенно пластические свойства при 
динамическом нагружении). В связи с этим в [17] 
была разработана модель неизотермичес кого упру-
говязкопластического деформирования волокни-
стой среды и были проведены расчеты неупругой 
динамики гибких пластин из таких материалов, на-
груженных воздушной взрывной волной, при учете 
температурного отклика в них. Однако термоупру-
говязкопластическое динамичес кое поведение гиб-
ких цилиндрических КМ-оболочек до настоящего 
времени не моделировалось.

Для расчета волновых процессов в динамичес-
ки деформируемых КМ-пластинах и оболочках 
и для учета их ослабленного сопротивления попе-
речному сдвигу традиционно применяют некласси-
ческие теории Рейсснера [1, 7, 20, 21], Амбарцумя-
на [8, 9, 17, 22] или Редди [2, 6], реже используют 
более точные теории [1, 3, 23]. Нелинейные дина-
мические задачи для тонкостенных элементов кон-
струкций при этом интегрируют по явным [1, 8, 
9, 17] или неявным [5, 24] численным схемам.

В связи со всем вышеизложенным данная работа 
посвящена моделированию динамического термо-
упруговязкопластического деформирования гибких 
армированных цилиндрических оболочек. Плохое 
сопротивление таких КМ-конструкций попереч-
ному сдвигу учитывается в рамках теории изгиба 
Амбарцумяна [9, 22], а численное интегрирование 
связанной термомеханической задачи выполняется 
на базе явной схемы шагов по времени.

Постановка задачи. Рассмотрим замкнутую 
круговую цилиндрическую оболочку радиуса R, 
длиной D и толщиной 2h << min(D, R) (рисунок 1), 
с которой свяжем цилиндрическую систему коор-
динат xi, причем x1 — осевая (0 ≤ x1 ≤ D), x2 — 
окружная (угловая) (0 ≤ x2 < 2π) и x3 — радиаль-
ная (R – h ≤ x3 ≤ R + h) координаты. Конструкция 
усилена N семействами волокон с плотностями 
армирования ωk (1 ≤ k ≤ N). Структура армиро-
вания, которая может быть и пространственной, 
однородна в направлении x3. С каждым k-м се-
мейством волокон свяжем локальную систему 
координат xi

(k), как изображено на рисунке 2. На-
правление армирования при этом задается двумя 
углами сферической системы координат θk и φk, 
а направляющие косинусы lij

(k) осей xi
(k) относи-

тельно глобальных осей xj (i, j = 1,3—, 1 ≤ k ≤ N ) 
определяются по формулам [17]:

Внешние касательные силы на лицевых по-
верхностях оболочки отсутствуют. Предполагает-
ся, что при пространственном армировании выпол-
няются предъявляемые к структуре требования, 
изложенные в замечании в [17]. При традиционном 

(1)

a

b

Рисунок 1 — Цилиндрические КМ-оболочки: 
a — с жестким закреплением левой кромки; b — с жестким 

закреплением обеих кромок
Figure 1 — Cylindrical shells of composite materials: a — with rigid 

fixation of the left edge; b — with rigid fixation of both edges

Рисунок 2 — Локальная система координат, связанная 
с волокном k-го семейства

Figure 2 — Local coordinate system associated with the fiber 
of the k-th family
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перекрестном армировании по эквидистантным по-
верхностям (см. рисунки 1 b и 2 при θk = π/2) дан-
ные требования выполняются заведомо. Тогда пе-
ремещения точек гибкой цилиндрической оболочки 
Ui и деформации ее композиции εij, согласно теории 
Амбарцумяна [9, 22], запишутся так:

где

u1 и u2 — осевое и окружное перемещения то-
чек срединной поверхности (z = 0); w — прогиб; 
εi3

0 — деформации поперечного сдвига в точках 
поверхности z = 0; z — введенная для удобства 
новая координата в поперечном направлении; t0 — 
начальный момент времени t; Ω — область, зани-
маемая срединной поверхностью; ∂i — оператор 
частного дифференцирования по переменной xi. 
В выражениях (2), (3) неизвестны двумерные 
функции w, ui, εi3

0  ( i = 1, 2). Согласно результатам 
работы [9], в соотношениях (2)–(4) и далее в насто-
ящем исследовании в отличие от [8] учитывается 
изменение метрики по толщине КМ-оболочки.

В данной работе моделируется динамическое 
термомеханическое поведение цилиндрической 
оболочки как гибкой тонкостенной системы, по-
этому с точностью, приемлемой для инженерных 
приложений, напряжение σ33(t, r) по координате z 
можно представить формулой [21]:

(3)

(2)

(4)

(5)

где σ33
(±)(t, x) ≡ σ33

(±)(t, x, ±h) — нормальные напря-
жения на внутренней (–) и внешней (+) лицевых 
поверхностях, которые известны из силовых гра-
ничных условий.

Двумерные уравнения динамического равно-
весия гибкой цилиндрической КМ-оболочки при 
учете соотношений (2), (4) и (5) имеют вид [9]:

где

ρ0, ρk — объемная плотность материала связующего 
и арматуры k-го семейства; σij — усредненные напря-
жения в композиции; Mij

(l), M– ij
(l) и M=ij

(l) — внутренние 
силовые факторы; точка над символом — произво-
дная по t. Внешними объемными силами в (6) прене-
брегли. Неизвестные функции ui, εi3

0 в соотношениях 
(2), (3) однозначно выражаются через прогиб w и но-
вые кинематические переменные ui

(l), i = 1,2 и l = 0,1 
(см. (7)) при помощи матричного равенства (35) в [9].

Как отмечалось во введении, для численно-
го решения рассматриваемой нелинейной задачи 
предполагается использовать явную пошаговую 
схему, когда неизвестные функции определяются 
в дискретные моменты времени t = tn (n = 0, 1, 2). 
Согласно результатам работ [9, 17], считаем, что 
в моменты времени tn–1, tn уже получены или зада-
ны значения следующих функций:

(6)

(7)
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причем выполняются структурные равенства 
(см. (3) и (7))

где σij
(k), εij

(k) — напряжения и деформации в k-м ма-
териале композиции (k = 0 — связующее, k ≥ 1 — 
волокна k-го семейства); χk — параметр Одквиста 
в том же компоненте; Θ — температура компози-
ции цилиндрической оболочки.

В текущий дискретный момент времени tn ско-
рости осредненных деформаций ε.ij и напряжений σ.ij 
связаны между собой и температурой Θ следую-
щим матричным равенством [17]:

где

I — единичная 6×6 матрица; B, Bk, Ek, Ck, Zk, Z–k, Z=k, 
Yk — 6×6 матрицы; D–1k, H–1 — матрицы, обратные 
6×6-матрицам Dk, H; p, f, g, rk, ςk, pk, βk — шести-
компонентные вектор-столбцы; εk — шестикомпо-
нентный вектор-столбец деформаций εij

(k), аналогич-
ный по структуре вектору ε. (см. (11)); Δ — шаг по 
времени t. Ненулевые элементы матриц Ck = (cij

(k)), 
Dk = (dij

(k)), Z–k = (zij
–(k)), Z=k = (z=ij

(k)), а также вектор-столб-
цов ςk = (ςi

(k)) и βk = (βi
(k)) определяются так:

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

где eij
(k), pij

(k) — упругие и пластические составля-
ющие полной деформации εij

(k) k-го компонента 
композиции; Ek = Ek(Θ), νk = νk(Θ) — модуль упру-
гости и коэффициент Пуассона того же матери-
ала; αk = αk(Θ) — коэффициент температурного 

(13)

(14)

(15)
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расширения; τs
(k) = τs

(k)(χk, Hk, Θ) — предел текучести 
при чистом сдвиге, который зависит от параметра 
упрочнения χk, значения интенсивности скорости 
деформаций Hk и температуры Θ в данный момент 
времени tn; blj

(k), pl
(k) (0 ≤ k ≤ N) — элементы матриц Bk 

и вектор-столбцов pk, определенных равенства-
ми (12); γk — параметр переключения: при γk = 0 
реализуются условия термоупругого деформирова-
ния, нейтрального нагружения или разгрузки, а при 
γk = 1 — активного нагружения при пластическом 
деформировании k-го компонента композиции; δij — 
символ Кронекера; индекс «Т» — операция транспо-
нирования. В соотношениях (15) по повторяющимся 
индексам k, l суммирования нет и опущен верхний 
индекс n, который означает текущий момент време-
ни t = tn. Вектор-столбцы ε., ε.k (см. (10)–(12)) связаны 
матричными равенствами [17]:

где вектор-столбцы g, rk и матрицы H, Ek опре-
делены в (12). Для компонентов композиции вы-
полняются определяющие уравнения, записанные 
также в матричном виде [17]:

где σ.k — шестикомпонентный вектор-столбец с эле-
ментами σ. ij

(k), аналогичный по структуре вектору σ. 
в (11); вектор pk и матрица Bk определены в (12).

Вектор-столбец ε..k в (15) нужно заменить его ко-
нечно-разностным аналогом, полученным по фор-
муле трапеций [17]:

где последнее слагаемое уже определено в (12).
Не выписанные в (14) элементы 6×6 матриц 

Gk = (gij
(k)), Qk = (qij

(k)) вычисляются так же, как 
и в [9, 17], и определяют преобразования векторов 
σ.k, ε

.
k (см. (17)) при переходе от глобальной систе-

мы координат xj к локальной системе xi
(k) (см. рису-

нок 2), причем направляющие косинусы lij
(k) между 

этими осями заданы равенствами (1).
На основании условий соответствия (11) из 

третьего равенства системы (10), которое пред-
полагается линеаризованным с использованием 
метода переменных параметров упругости [9, 17], 
можно выразить скорость линейной поперечной 
деформации КМ-оболочки:

где b3i, p3 (i = 1,6—) — элементы матрицы B и век-
тор-столбца p в (10); скорость напряжения σ.3 опре-
деляется за счет дифференцирования по t аппрок-
симации (5); скорости же деформаций ε. i в правой 
части вычисляются путем дифференцирования по 
времени кинематических соотношений (3), т. е. 
выражаются через двумерные функции w, w., u.i, ε

.
i3
0 

(16)

(17)

(18)

(i = 1,2). Если скорости деформаций композиции 
ε. i (i = 1,6—) известны, т. е. известен вектор-столбец ε. 
(см. (11)), то скорости деформаций компонентов 
композиции последовательно вычисляются по фор-
мулам (16).

Как и в [17], температуру КМ-конструкции Θ 
в поперечном направлении аппроксимируем поли-
номом порядка L:

где Θl (0 ≤ l ≤ L) — подлежащие определению дву-
мерные функции; Θ0 = const — температура есте-
ственного состояния КМ-оболочки.

Анализ экспериментальных данных [12, 18, 19] 
показывает, что удельную теплоемкость k-го компо-
нента композиции ck допустимо аппроксимировать 
квадратичной зависимостью от температуры:

где cl
(k) (l = 0,2—) — известные константы материала.

Для получения приведенных уравнений тепло-
проводности КМ-оболочки, как и в [17], использу-
ем метод Галеркина, выбирая в качестве весовых 
функций однородные полиномы zm. В результате 
по аналогии с работой [17] с учетом равенств (19) 
и (20) получим систему двумерных уравнений:

где

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)
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U — удельная внутренняя энергия композиции; qi — 
компоненты осредненного вектора теплового пото-
ка, связанные с градиентом температуры Θ законом 
Фурье для КМ (см. (3.1)–(3.3) в [17]); q∞

(±) — задан-
ные значения тепловых потоков через внешнюю (+) 
и внутреннюю (–) лицевые поверхнос ти конструк-
ции; Θ∞

(±) — температура окружающей среды со 
стороны тех же поверхностей; α(±) — коэффициент 
теплоотдачи на тех же лицевых поверхностях; λ33 — 
коэффициент теплопроводности композиции в по-
перечном направлении, который определяется 
по формулам (3.2) и (3.3) в [17].

Равенства (21) при учете (24) — это двумер-
ные уравнения нестационарной теплопроводности 
в цилиндрической системе координат. Равенства 
(22) — это тепловые граничные условия общего 
вида на лицевых поверхностях конструкции, преоб-
разованные с учетом разложения температуры (19). 
Соотношения (23) связывают двумерные функции 
U(m) (см. (24)) с коэффициентами аппроксимации 
(19) при учете представления (20).

Для завершения формулировки связанной не-
изотермической задачи упруговязкопластического 
деформирования армированных оболочек к соот-
ношениям (3), (6), (10) нужно добавить силовые 
и/или кинематические граничные условия (см. 
(26)–(29) в [9]), а также начальные условия для 
функций w, ui

(l), i = 1,2, l = 0,1 (см. (30) и (31) в [9]). 
Для однозначного же вычисления функций Θl 
(0 ≤ l ≤ L) в разложении (19) необходимо исполь-
зовать теплофизические начальные и граничные 
условия, также получающиеся при помощи мето-
да Галеркина (см. (4.20)–(4.22) в [17]).

Метод решения. Как и в [9], заменим в левых 
частях уравнений (6) вторые производные по време-
ни от неизвестных функций их конечными разностя-
ми на трехточечном шаблоне {tn–1, tn, tn+1}, тогда, учи-
тывая обозначения, аналогичные (8), получим:

(25)

В текущий момент времени tn по формулам (7) 
при учете (9) и предположений (8) можно рассчи-
тать все силовые факторы и внешние силы в пра-
вых частях равенств (25). Используя при этом 
необходимые граничные условия (см. (26) и (28) 
в [9]), из уравнений (25) по явной схеме вычисля-
ем значения неизвестных функций wn+1, un+1

i
(l) (l = 0,1) 

при t = tn+1. Далее по формуле (35) из [9] можно 
определить и функции un+1

i , εn+10
i3 (i = 1,2), которые 

совместно с wn+1 задают перемещения точек КМ- 
оболочки U

n+1
i и осредненные деформации компо-

зиции εn+1
ij (см. (2) и (3)).

Предполагаем, что кроме функций, указанных 
в (8), в моменты времени tn–1, tn уже известны или 
заданы значения и таких функций (см. (19), (22) 
и (24)) [17]:

Численное интегрирование теплофизической 
части исследуемой задачи также будем осущест-
влять с применением пошаговой схемы, но на 
двухточечном шаблоне {tn, tn+1}. После замены 
в левых частях равенств (21) производных по tn их 
конечно-разностными аналогами при учете обо-
значений, подобных (26), получим:

На основании предположений (26) и выраже-
ний (24) при t = tn можно вычислить правые части 
в (27). Используя при этом тепловые граничные 
условия, которые задаются на кромках конструк-
ции (см. (4.20) в [17]), и начальные условия по 
температуре, можно определить из (27) двумер-
ные функции U

n+1(m) при t = tn+1. Затем из уравнений 
(22) и (23), в которых правые части в момент вре-

(26)

(27)
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мени tn+1 уже известны, при учете (24) вычисляем 
коэффициенты Θ

n+1
l(x) (0 ≤ l ≤ L) в представлении 

температуры (19). Если материалы композиции 
термочувствительны, т. е. в равенстве (20) c1

(k) ≠ 0 
и (или) c2

(k) ≠ 0 (0 ≤ k ≤ N), то система уравнений 
(22) и (23) является нелинейной. Для ее линеа-
ризации целесообразно применить метод пере-
менных теплофизических параметров, аналогич-
ный методу переменных параметров нелинейной 
упругости. Далее предложенная численная схема 
(25), (27) при учете соотношений (3), (7), (18), (24) 
и структурных формул (10)–(13) реализуется так 
же, как описано в [9, 17], причем в [17] показано, 
что в разностных уравнениях (25) и (27) шаг по 
времени Δ следует задавать так, чтобы выполня-
лись необходимые условия устойчивости Куран-
та–Фридрихса–Леви [1].

Обсуждение результатов расчетов. Рас-
смотрим неизотермическое упруговязкопласти-
ческое динамическое деформирование цилинд-
рической оболочки длиной D = 4 м, радиусом 
R = 1 м и толщиной 2h = 3 см (2h/R ≈ 1/33), жест-
ко закрепленной на обеих кромках, т. е. w = 0, 
Ui = 0 при x1 = 0, D и t ≥ t0 (см. рисунок 1 b и ра-
венства (2), (6), (7), (25)). До момента времени 
t = t0 = 0 конструкция покоится (w ≡ 0, w. ≡ 0, Ui ≡ 0 
и U

.
i ≡ 0, i = 1,2) в естественном состоянии при 

температуре Θ = Θ0 = 20 °C (  и t < t0). 
В начальный момент времени t0 оболочка изнут-
ри нагружается давлением p(t), которое условно 
соответствует воздействию воздушной взрывной 
волны [24]:

где

pmax — наибольшее значение p(t), которое дос-
тигается при t = tmax; tmin — время, при котором 
уже можно не учитывать p(t) по сравнению с pmax 
(так, выражение (29) соответствует равенству 
p(tmin) = 0,01pmax). Базируясь на эксперименталь-
ных данных [24], примем в расчетах tmax = 0,1 мс 
и tmin = 2 мс.

Предполагаем, что теплообмен с окружающей 
средой на лицевых поверхностях конструкции реа-
лизуется в условиях естественной конвекции, т. е. 
q∞

(±) ≡ 0 и α(±) = 30 Вт/(м2·К) [25]. При этом темпе-
ратура воздуха равна температуре естественного 
состояния, т. е. Θ∞

(±) = Θ0 (см. (22)). На торцевых 
поверхностях оболочки поддерживается темпера-
тура Θ = Θ0.

Конструкция может быть изготовлена из маг-
ниевого сплава ВТ65 [18], усиленного стальной 
проволокой У8А [12] (металлокомпозиция), или 
из эпоксисвязующего [13], армированного сте-

(28)

(29)

клянными волокнами [12] (стеклопластик). Упру-
гопластическое поведение материалов компози-
ций при постоянстве скорости деформирования ε. 
и температуры Θ характеризуется билинейной 
диаграммой:

где σ, ε — напряжение при растяжении-сжатии 
и соответствующая ему деформация; Ek = Ek(Θ), 
Es

(k) = Es
(k)(Θ, ε.) — модули Юнга и линейного упроч-

нения материала k-й фазы композиции; σs
(k) = σs

(k)

(Θ, ε. ) — предел текучести того же компонента. 
Физико-механические характеристики материа-
лов композиций приведены в таблице. В двух ее 
последних частях (при ε.  = 0,417 с–1 и ε.  = 104 с–1) 
указаны только те значения величин, которые от-
личаются от приведенных в первой части (при 
ε.  = 5·10–4 с–1). Здесь, как и в [17], не учитывается за-
висимость упругих и теплофизических характерис-
тик от скорости деформирования ε. [18, 19]. Зави-
симости физико-механических характеристик от Θ 
аппроксимированы линейно по величинам, указан-
ным в таблице, а зависимости пластических свойств 
материалов от ε. аппроксимированы как в [17].

Конструкции усилены двумя семействами воло-
кон (N = 2), которые уложены в осевом x1 и окруж-
ном x2 направлениях с плотностями армирования 
ω1 = 0,1 и ω2 = 0,3 соответственно. Углы армирова-
ния при этом имеют значения (см. (1), рисунки 1 b 
и 2): θ1 = θ2 = π/2, φ1 = 0 и φ2 = π/2.

Расчеты проводились для осесимметрич-
ного случая деформирования КМ-конструкций 
(решение не зависит от x2). По продольной коор-
динате x1 вводилась равномерная сетка с шагом 
Δx1 = D/100 = 4 см; для стеклопластиковой обо-
лочки шаг по времени Δ = 1 мкс, а для металло-
композитной — 0,25 мкс. Необходимые условия 
устойчивости разработанного численного метода 
при такой дискретизации задачи выполняются 
с запасом (см. (6.3) в [17]). Для Mg–У8А-оболоч-
ки расчеты проводились при 0 ≤ t ≤ 100 мс, а для 
стеклопластиковой — при 0 ≤ t ≤ 500 мс.

С целью изучения сходимости аппроксима-
ции температурного поля в виде (19) в работе 
[17] были исследованы зависимости наибольших 
значений  от порядка по-
линома L. При этом оказалось, что как для от-
носительно толстых, так и относительно тонких 
КМ-пластин при переходе от L = 6 к L = 7 при-
ращение величины Θmax с практической точки зре-
ния является пренебрежимо малым [17]. В случа-
ях же L ≥ 8 система линеаризованных уравнений 
(22) и (23), которая полностью совпадает с соот-
ветствующими равенствами в [17] и из которой, 
учитывая (24), вычисляются коэффициенты по-
линомиального представления температуры (19), 
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вырождается в плохо обусловленную. Поэтому 
при L ≥ 8 зависимости Θmax(L) получаются расхо-
дящимися. Предварительно выполненные анало-
гичные расчеты показали, что данный результат 
остается справедливым и для цилиндрических 
КМ-оболочек (графики соответствующих зависи-
мостей Θmax(L) здесь не представлены). Исходя из 
этого, в последующих расчетах в разложении (19) 
принимаем L = 7.

На рисунке 3 приведены зависимости от 
вре мени максимальных значений температуры 

 (0 ≤ x1 ≤ D и ) в иссле-
дуемых стеклопластиковой (см. рисунок 3 а) 
и металлокомпозитной (см. рисунок 3 b) обо-
лочках. Сплошные кривые 1 и пунктирные кри-
вые 2 получены по упруговязкопластической 
и упругопластической теориям соответственно. 
Во втором случае расчеты проводились по дан-
ным первой части таблицы (при ε.  = 5·10–4 с–1 — 
квазистатическое деформирование). Кривые на 
рисунке 3 а определены при pmax = 13 МПа (28), 
а на рисунке 3 b — при pmax = 60 МПа. При та-
ких значениях амплитуды внешней нагрузки 

наблюдается неупругое деформирование всех 
фаз композиций обеих КМ-оболочек. Поведение 
кривых на рисунке 3 показывает, что для цилин-
дрических оболочек зависимости Θm(t) являются 
более сложными, чем для КМ-пластин (см. рису-
нок 4 в [17]). Сравнение кривых на рисунке 3 а 
свидетельствует о том, что оболочка из стекло-
пластика на рассматриваемом интервале времени 
при динамическом нагружении нагревается не 
более чем на 11…13 °С. Согласно же поведению 
кривых на рисунке 3 b, Mg–У8А-оболочка в от-
дельных точках может нагреваться на 40…60 °С. 
На рисунке 3 а кривая 2 лежит выше кривой 1, 
т. е. для стеклопластиковой конструкции упруго-
пластический расчет (кривая 2) завышает вели-
чину Θm(t) по сравнению с упруговязкопласти-
ческим случаем (кривая 1), хотя это завышение 
невелико — не более 1,0…1,5 °С. На рисунке 
3 b, наоборот, кривая 1 лежит существенно выше 
кривой 2, т. е. в случае металлокомпозитной обо-
лочки упругопластический расчет на 10…20 °С 
занижает величину Θm(t) по сравнению с упруго-
вязкопластическим расчетом.

Характеристика 
материала Эпоксисвязующее Стекловолокна Магниевый сплав 

ВМ65 (Mg)
Проволока 

из стали У8А
ε. = 5·10–4 с–1

ρ, кг/м3 1210,0 (20)
1208,0 (40)

2520,0 (20)
2519,6 (80)

1800,0 (20)
1796,2 (100)

7800,0 (20)
7791,8 (100)

E, ГПа 2,8 (20)
2,3 (40)

86,8 (20)
86,3 (80)

43,0 (20)
38,5 (100)

210,0 (20)
195,0 (100)

ν 0,330 (20)
0,333 (40)

0,250 (20)
0,254 (80)

0,330 (20)
0,334 (100)

0,300 (20)
0,305 (100)

σs, МПа 20 (20)
18 (40)

4500 (20)
4400 (80)

267 (20)
219 (100)

3968 (20)
3971 (200)

Es, ГПа 1,114 (20)
0,783 (40)

6,230 (20)
5,168 (80)

0,379 (20)
0,367 (100)

6,973 (20)
5,014 (200)

λ, Вт/(м·К) 0,243 (20)
0,240 (40)

0,89 (20)
0,86 (80)

117,23 (20)
121,42 (100)

42,7 (20)
41,7 (100)

α·106, К–1 68,1 (20)
70,3 (40)

2,5 (20)
2,6 (80)

20,9 (20)
22,6 (100)

12,3 (20)
13,2 (100)

с, кДж/(кг·К) 1,54 (20)
1,60 (40)

0,800 (20)
0,839 (80)

1,032 (20)
1,054 (100)

0,485 (20)
0,488 (100)

ε. = 0,417 с–1

σs, МПа —
—

—
—

306 (20)
243 (100)

—
—

Es, ГПа —
—

—
—

0,589 (20)
0,596 (100)

—
—

ε. = 104,0 с–1

σs, МПа 22,0 (20)
19,5 (40)

4600 (20)
4550 (80)

385 (20)
340 (100)

4100 (20)
4075 (200)

Es, ГПа 1,238 (20)
0,853 (40)

6,314 (20)
5,458 (80)

1,010 (20)
0,625 (100)

7,035 (20)
6,158 (200)

Примечание: ν — коэффициент Пуассона; α — коэффициент линейного теплового расширения; λ — коэффициент теплопроводности; 
c — удельная теплоемкость; в скобках указана температура (Θ, °С), при которой определено значение данной характеристики.

Таблица — Физико-механические характеристики материалов композиций [12, 13, 18]
Table — Physical and mechanical characteristics of materials of composites [12, 13, 18]
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Несмотря на то, что кривые на рисунке 3 а 
различаются незначительно, деформированные со-
стояния компонентов композиции стеклопластико-
вой оболочки, рассчитанные с учетом и без учета 
зависимости их пластических свойств от скоро-
сти деформирования, различаются существенно. 
В связи с этим на рисунке 4 изображены осцил-
ляции максимальных значений интенсивности 
деформаций связующего ε*

(0) ( , 
0 ≤ x1 ≤ D и ) в стеклопластиковой конструк-
ции (см. рисунок 4 а) и в металлокомпозитной 
оболочке (см. рисунки 4 b, c). Сплошные кривые 1 
на рисунках 4 а, b получены по термоупруговязко-
пластической теории, а пунктирные кривые 2 — 
по термоупругопластической теории; кривые 1′ 
соответствуют упруговязкопластическому расчету. 
Кривые 1 и 1′ на рисунках 4 а, b визуально прак-
тически не различаются. Следовательно, упруго-
вязкопластические расчеты как стеклопластико-
вых, так и металлокомпозитных оболочек можно 
проводить без учета теплового отклика в них, если 
отсутствуют источники тепла немеханического 
происхождения. Однако кривые 1 и 2 на рисун-
ках 4 а, b различаются значительно. Так, максимум 
на кривой 2 на рисунке 4 а на 33,2 % больше ана-
логичной величины на кривой 1; максимум же на 
кривой 2 на рисунке 4 b на 24,1 % больше аналогич-
ной величины на кривой 1. Таким образом, расчеты 
как стеклопластиковых, так и металлокомпозитных 
цилиндрических оболочек необходимо проводить 
с учетом чувствительности их пластических свойств 
к скорости деформирования.

Зависимость εm
(0)(t), полученная для стекло-

пластиковой конструкции по упругопластической 
теории, визуально не отличается от кривой 2 на 

рисунке 4 а, поэтому упругопластические расчеты 
стеклопластиковых цилиндрических оболочек, как 
и в упруговязкопластическом случае (см. кривые 1 
и 1′ на рисунке 4 а), можно проводить без учета 
возникающих температурных полей в них. Однако 
для металлокомпозитных конструкций этот вывод 
несправедлив. Так, на рисунке 4 c изображены 
зависимости εm

(0)(t), рассчитанные для Mg–У8А-
обо лочки по упругопластической теории с уче-
том (кривая 1) и без учета (кривая 2) теплового 
отклика в ней. (Кривая 1 на рисунке 4 c полностью 
совпадает с кривой 2 на рисунке 4 b.) Как видно, 
кривые на рисунке 4 c существенно различны, 
причем максимум на кривой 2 на 34,5 % больше 
аналогичной величины на кривой 1. Следователь-
но, упругопластические расчеты металлокомпо-
зитных конструкций нужно проводить с учетом 
температурных полей, возникающих в них.

Заключение. Анализ термоупруговязкопласти-
ческого и термоупругопластического изгибного ди-
намического осесимметричного деформирования 
цилиндрических волокнистых оболочек показал, 
что температурный отклик в них проявляется слож-
нее, чем в гибких КМ-пластинах [17]. При наиболь-
ших величинах интенсивностей деформаций мате-
риалов композиций порядка 5…7 % относительно 
тонкие длинные цилиндрические стеклопласти-
ковые оболочки дополнительно нагреваются в от-
дельных точках на 11…13 °С, а аналогичные по 
геометрии и структуре армирования металлоком-
позитные конструкции — на 40…60 °С. При этом 
термоупругопластический расчет стеклопласти-
ковых оболочек приводит к завышению макси-
мальных значений температуры не более чем на 
1,0…1,5 °С по сравнению с термоупруговязкопла-

Рисунок 3 — Зависимости от времени максимальных значений температуры в стеклопластиковой (a) и металлокомпозитной (b) 
оболочках, полученные по разным теориям

Figure 3 — Time dependences of maximum temperature values in fiberglass (a) and metal-composite (b) shells obtained by different 
theories

a

b
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стическим случаем, а в металлокомпозитных кон-
струкциях, наоборот, к занижению этих значений, 
причем на величину порядка 20 °С.

В силу малого нагрева стеклопластиковых 
оболочек их неупругую динамику можно вполне 
обоснованно рассчитывать без учета теплового 
отклика. Аналогично, и упруговязкопластические 
динамические расчеты металлокомпозитных (по 
крайней мере, из рассматриваемой Mg–У8А-ком-
позиции) оболочек можно проводить, не учитывая 
температурный отклик в них, если отсутствуют 
дополнительные источники тепла немеханичес-
кой природы. Однако термоупругопластические 
и упругопластические расчеты металлокомпозит-
ных конструкций могут приводить к существенно 
разным деформированным состояниям компонен-
тов композиции (см. рисунок 4 с). Так как зара-
нее невозможно предсказать, для каких именно 
металлокомпозиций неучет теплового отклика 
может привести к существенному искажению на-
пряженно-деформированного состояния материа-
лов композиции, металлокомпозитные оболочки, 

по-видимому, целесообразно рассчитывать с уче-
том температурного отклика в них.

Как металлокомпозитные, так и стеклопла-
стиковые цилиндрические оболочки необходимо 
рассчитывать с учетом зависимости пластических 
свойств их компонентов композиции от скорости 
деформирования, т. е. по упруговязкопластичес-
кой теории.

Работа выполнена в рамках государственного 
задания (№ госрегистрации 121030900260-6).
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MODELING OF THERMOELASTIC-VISCOPLASTIC DYNAMIC 
DEFORMATION OF FLEXIBLE CYLINDRICAL REINFORCED SHELLS

A mathematical model of thermoelastic-viscoplastic flexural dynamic deformation of thin circular cylindrical 
shells with complex reinforcement structures is developed. Weak resistance to transverse shear and wave pro-
cesses in such composite structures are modeled in the framework of Ambartsumyan’s non-classical theory 
of bending. The geometric nonlinearity of the problem is taken into account in the Karman approximation. 
The composition materials are isotropic; their plastic deformation is described by the relations of the flow 
theory with a loading function that depends on temperature and strain rate. The connection between the ther-
mal and mechanical components of the problem under consideration is taken into account. In the transverse 
direction of structures, the temperature is approximated by a 7th order polynomial. The formulated nonlinear 
two-dimensional initial-boundary value problem is numerically integrated using an explicit scheme of time 
steps. The elastic-viscoplastic and elastic-plastic dynamic behavior of fiberglass and metal-composite long 
cylindrical shells, which are orthogonally reinforced in the circumferential and longitudinal directions, is 
studied. Structures are loaded from the inside with pressure, which is similar to the pressure in an air blast 
wave. It is shown that flexible fiberglass shells during axisymmetric deformation can experience additional 
heating by 11…13 °C at certain points. Metal-composite structures similar in geometry and reinforcement 
structure — by 40…60 °C. Thermo-elastoplastic calculations lead to an overestimation of the maximum 
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temperature values in fiberglass shells by 1.0…1.5 °C compared to thermo elastic-viscoplastic calculations, 
and for metal-composite structures, on the contrary, to an underestimation of these values by 20 °C. It is 
shown that the calculations of fiberglass shells can be carried out without taking into account the ther-
mal response in them, and it is advisable to calculate the dynamics of metal-composite shells, taking into 
account the temperature response in them. The dynamic behavior of both metal-composite and fiberglass 
structures must be calculated taking into account the sensitivity of the plastic properties of their compo-
sition components to the strain rate.

Keywords: flexible cylindrical shells, complex reinforcement, dynamic loading, coupled thermoelastic-
viscoplasticity, Ambartsumyan’s bending theory, explicit numerical scheme
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