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ОСОБЕННОСТИ РАСЧЕТА ДИНАМИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ СТЕНДА 
ПРИ ИСПЫТАНИЯХ РЕДУКТОРА МОТОР-КОЛЕСА 
КАРЬЕРНЫХ САМОСВАЛОВ БЕЛАЗ

При проведении ускоренных испытаний трансмиссий и редукторов мобильных машин требует-
ся исследование динамических свойств стенда вместе с установленным на нем испытываемым 
объек том. Это необходимо для выявления возможных резонансов в колебательной системе и вы-
бора соответствующих режимов испытаний, при которых исключается возникновение недопу-
стимых уровней нагрузок, нарушающих соответствие между видом и характером повреждений 
в эксплуатации и при испытаниях. В работе предложен методический подход к расчетному опре-
делению динамических параметров (собственных частот и форм крутильных колебаний) стенда 
с механически разомкнутым силовым контуром при ускоренных ресурсных испытаниях двухрядных 
планетарных редукторов мотор-колес (РМК) карьерных самосвалов БЕЛАЗ, основанный на иссле-
довании разработанной многомассовой динамической модели с сосредоточенными параметрами. 
Особенности расчета заключаются в учете наличия плоскости симметрии механической системы 
стенда с установленными на нем двумя редукторами, а также присутствия в планетарных рядах 
симметричных разветвлений, образованных вращающимися относительно своих осей массами са-
теллитов и упругими связями, соединяющими их с солнечными и коронными шестернями. Предло-
женный подход позволяет существенно упростить расчеты и сократить время вычислений.
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Введение. Несмотря на впечатляющий про-
гресс, достигнутый в решении задач анализа и мо-
делирования зубчатых передач и редукторов, в том 
числе компьютерного, экспериментальные иссле-
дования в значительной степени сохраняют свою 
актуальность. Показатели работоспособности 
и долговечности трансмиссий мобильной техники 
определяются в результате натурных либо стендо-
вых испытаний, причем последние используются 
гораздо чаще в силу ряда их преимуществ. Уско-
ренные стендовые испытания играют важную 
роль в процессе создания и доводки конструкций 
новых машин.

Выбор нагрузочно-скоростных режимов уско-
ренных ресурсных испытаний редукторных систем 
необходимо осуществлять с учетом собственных 
частот колебаний стенда вместе с установленным 
на нем испытываемым объектом — в первую оче-
редь для выявления возможных резонансов, кото-
рых следует избегать при проведении испытаний. 
Работа стенда на резонансных и околорезонанс-
ных режимах может приводить к недопустимому 
возрастанию нагрузок и нарушению соответствия 
вида и характера повреждений деталей при испы-
таниях эксплуатационным повреждениям.

Авторами [1, 2] предложена методика числен-
ного расчета собственных частот и форм колеба-
ний двухрядных планетарных РМК карьерных 
самосвалов БЕЛАЗ на основе разработанной ди-
намической модели с сосредоточенными парамет-
рами, описывающей крутильные колебания эле-
ментов, и результаты оценки собственных частот 
редукторов экспериментальным методом с ис-
пользованием вибрационных амплитудно-частот-
ных спектров, полученных на различных режимах 
стендовых испытаний.

В статьях [3, 4] изложен метод повышения сте-
пени идентичности динамической нагруженности 
трансмиссий трактора и испытательного стенда 
при воспроизведении на нем нагрузок эксплуа-
тационного характера (для повышения достовер-
ности результатов испытаний) путем целенаправ-
ленного формирования на этапе проектирования 
совокупности динамических параметров (спект-
ра собственных частот) испытательного стенда 
с целью сближения его динамических свойств со 
свойствами динамической системы трансмиссии 
реальной машины.

Работы зарубежных авторов [5–11] посвяще-
ны исследованиям динамических моделей стен-
дов для испытаний коробок передач и редукторов 
автомобилей, авиационной техники и ветряных 

турбин — определению их модальных параме-
тров (собственных частот и форм колебаний, 
амплитудно-частотных характеристик) экспери-
ментально-аналитическими методами и числен-
ным моделированием в различных прикладных 
компьютерных программах (AMESIM, Simscape, 
ANSYS, Abaqus/CAE).

Вместе с тем в открытом доступе практически 
отсутствуют работы, связанные с изучением ана-
литическими и численными методами динамиче-
ских свойств испытательных стендов, а также их 
зависимости от инерционных и упругих характе-
ристик отдельных элементов.

Постановка задачи. Целью данного иссле-
дования является разработка методического под-
хода к определению собственных частот и форм 
крутильных колебаний стенда при испытаниях 
планетарных РМК карьерных самосвалов БЕЛАЗ 
серий 7530/7531 грузоподъемностью 220–240 т, 
позволяющего существенно упростить расчеты 
и сократить время вычислений.

Описание стенда для проведения ускоренных 
ресурсных испытаний РМК карьерных самосва-
лов БЕЛАЗ. Ресурсные испытания РМК проводят-
ся на стенде с механически разомкнутым силовым 
контуром в НТЦ ОАО «БЕЛАЗ» — управляющая 
компания холдинга «БЕЛАЗ–ХОЛДИНГ». Общая 
схема стенда представлена на рисунке 1.

Стенд представляет собой два опорных крон-
штейна 4, 8 идентичной конструкции, на которых 
размещаются одинаковые электродвигатели — 
приводной 1 и нагружающий 11 (ЭД1 и ЭД2). 
Каждый из двигателей размещается на опорной 
конструкции, связанной с соответствующим опор-
ным кронштейном. Кроме двигателей на опорных 
кронштейнах размещаются испытываемые редук-
торы РМК1 и РМК2. Стыковка редукторов и опор-
ных кронштейнов выполнена фланцами 5, 7. Сты-
ковка приводного и нагружающего двигателей 
с входными (торсионными) валами испытывае-
мых редукторов производится с использованием 
промежуточных валов 3, 9 с двумя шарнирами не-
равных угловых скоростей и комплекта оснастки. 
Выходные валы редукторов (колесные ступицы) 
соединяются между собой при помощи переход-
ных фланцев и вала 6 с двумя шарнирами нерав-
ных угловых скоростей. Между каждым из двига-
телей и промежуточным валом устанавливается 
датчик крутящего момента (датчики 2 и 10).

На всех режимах испытаний половину времени 
один из двигателей (ЭД1 или ЭД2) является привод-
ным, второй — нагружающим. При этом направ-

Ключевые слова: карьерный самосвал, редуктор мотор-колеса, ускоренные ресурсные испытания, 
испытательный стенд, планетарная зубчатая передача, динамическая модель, собственные 
частоты колебаний, собственные формы колебаний, резонансный режим
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ление потока мощности и направление вращения 
меняются на противоположные, а испытываемые 
редукторы РМК1 и РМК2 поочередно работают 
в редукторном и мультипликаторном режимах.

Динамическая модель РМК при испытаниях 
на стенде. Поскольку редукторы РМК1 и РМК2 
одинаковые, механическая система стенда при ис-
пытаниях является симметричной — имеет пло-
скость симметрии, проходящую через середину 
соединительного вала 6 (см. рисунок 1). Следо-
вательно, собственные крутильные колебания си-
стемы происходят по симметричным и кососим-
метричным (антисимметричным) относительно 
данной плоскости формам [12, 13].

При колебаниях по симметричным формам 
связанные валом 6 массы поворачиваются в одну 
и ту же сторону с одинаковыми амплитудами (как 
жесткое целое), при этом вал не деформируется. 

При колебаниях по кососимметричным формам 
указанные массы поворачиваются с одной и той 
же амплитудой в противоположные стороны, 
вал 6 периодически деформируется, причем его 
среднее поперечное сечение остается неподвиж-
ным — в нем находится узел колебаний.

Для сокращения времени и упрощения вы-
числений разделяем исходную систему на две 
одинаковые подсистемы плоскостью симметрии 
и по-отдельности рассматриваем колебания од-
ной из подсистем, соответствующие симметрич-
ным и кососимметричным относительно данной 
плоскости формам всей системы. В качестве ука-
занной подсистемы выберем участок стенда от 
приводного электродвигателя ЭД1 до срединно-
го поперечного сечения соединительного вала 6 
(см. рисунок 1). На рисунке 2 приведена механи-
ческая модель РМК самосвала БЕЛАЗ при стендо-
вых испытаниях. Планетарные ряды содержат по 
3 сателлита — на рисунке 2 показано по одному 
сателлиту (Z2 1-го ряда, Z5 2-го ряда).

Симметричным формам исходной системы со-
ответствуют колебания подсистемы со свободно 
вращающимся участком вала между ступицей b 
и плоскостью симметрии (поскольку он не дефор-
мируется), жесткость которого можно принять 
равной нулю. Поэтому механическая модель на 
рисунке 2 не содержит связей с неподвижным зве-
ном (стойкой), ограничивающих ее движение как 
жесткого целого (без деформаций). Она не имеет 
положения устойчивого статического равновесия, 
около которого могли бы происходить ее колеба-
ния. Для таких систем возможно лишь состояние 
безразличного равновесия. Низшая (первая) соб-
ственная частота колебаний в этом случае равна 
нулю (определяет равномерное вращение). Систе-
мы, обладающие таким свойством, называются 
полуопределенными [14].

Кососимметричным формам исходной си-
стемы соответствуют колебания подсистемы, со-
держащей половину разрезанного вала, защем-
ленного в его поперечном сечении плоскостью 
симметрии (там находится узел колебаний). Такая 
подсистема будет содержать реактивную связь 
с неподвижным звеном (см. рисунок 2, штриховая 
линия), жесткость которой cсоед.в. равна удвоенной 
жесткости разрезаемого вала.

Таким образом, вместо исходной механической 
системы рассматриваются две приведенные под-
системы, соответствующие симметричным и косо-
симметричным формам колебаний всей системы. 
Первая из них не содержит связей с неподвижным 
звеном и поэтому является полуопределенной, 
а вторая закреплена в плоскости симметрии (име-
ет реактивную связь).

Поскольку зубчатые передачи РМК тяжелона-
груженные, принимается допущение, что зацеп-
ления пар взаимодействующих зубьев в процессе 
их пересопряжения не нарушаются при происхо-

Рисунок 1 — Общая схема стенда для испытаний РМК 
самосвалов БЕЛАЗ: 1 — приводной электродвигатель (ЭД1); 

2 — датчик момента приводного двигателя; 3 — промежуточный 
вал с оснасткой приводного двигателя (комплект); 4 — опорный 

кронштейн 1-го испытуемого редуктора (РМК1) с опорной 
конструкцией приводного двигателя; 5 — переходной 

фланец (комплект); 6 — соединительный вал с переходными 
фланцами (комплект); 7 — переходной фланец (комплект); 

8 — опорный кронштейн 2-го испытуемого редуктора (РМК2) 
с опорной конструкцией нагружающего двигателя; 

9 — промежуточный вал с оснасткой нагружающего 
двигателя (комплект); 10 — датчик момента нагружающего 

двигателя; 11 — нагружающий электродвигатель (ЭД2)
Figure 1 — General scheme of the bench for testing motor-wheel 

reducers of BELAZ dump trucks: 1 — drive electric motor; 
2 — drive motor torque sensor; 3 — intermediate shaft with drive 

motor accessories (set); 4 — support bracket of the 1st reducer under 
test with the supporting structure of the drive motor; 5 — adapter 

flange (set); 6 — connecting shaft with adapter flanges (set); 
7 — adapter flange (set); 8 — support bracket of the 2nd reducer 

under test with the supporting structure of the loading motor; 
9 — intermediate shaft with loading motor accessories (set); 

10 — loading motor torque sensor; 11 — loading electric motor
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дящих в РМК крутильных колебаниях (зубчатые 
профили работают без размыкания). Это позволя-
ет представить РМК в виде динамической моде-
ли с сосредоточенными параметрами, состоящей 
из твердых тел и удерживающих упругих связей 
между ними.

Динамическая схема 1-го планетарного ряда 
РМК представлена на рисунке 3 a. Она состоит 
из жестких дисков 1, 21, 22, 23, моделирующих 
солнечную шестерню Z1 и сателлиты Z2, совер-
шающих соответственно вращательное и плос-

копараллельное движения, и жесткого обода 3, 
моделирующего коронную шестерню Z3, совер-
шающего вращательное движение. При этом дис-
ки соединены между собой и с ободом упругими 
связями, моделирующими зубчатые зацепления 
и имеющими жесткости с12, с23. Динамическая схе-
ма 2-го ряда отличается от схемы 1-го ряда тем, 
что оси сателлитов Z5 неподвижны и жесткие дис-
ки 5, их моделирующие, совершают вращательное 
движение (см. рисунок 3 b, показана часть схе-
мы, включающая один сателлит). Предполагает-
ся, что водило h 1-го ряда соединено с солнечной 
шестерней Z4 2-го ряда упругим валом, работаю-
щим на кручение (на рисунке 3 не показан). Не-
обходимость введения упругой связи обусловлена 
наличием в конструкции РМК зубчатой муфты, 
податливость которой сопоставима по величи-
не с податливостями зацеплений зубчатых колес. 
На схемах не показан жесткий обод, моделирую-
щий ступицу b ведущего колеса карьерного само-
свала, соединенный с коронными шестернями Z3 
и Z6 обоих планетарных рядов упругими связями, 
учитывающими податливости их креплений.

Динамическая модель РМК карьерных само-
свалов БЕЛАЗ при стендовых испытаниях состоит 
из механической модели (см. рисунок 2), в кото-
рой планетарные ряды представлены динамичес-
кими схемами (см. рисунок 3). За обобщенные 
координаты, определяющие положение элементов 
динамической модели РМК, принимаются углы 
поворота масс: ротора приводного электродвига-
теля φЭД; солнечных шестерен φ1, φ4; сателлитов 
1-го ряда φ21, φ22, φ23; водила φh; сателлитов 2-го 
ряда φ51, φ52, φ53; коронных шестерен φ3, φ6; ступи-
цы ведущего колеса карьерного самосвала φст.

Дифференциальные уравнения движения эле-
ментов динамической модели РМК составляются 
на основе методов динамики твердого тела [15]:

(1)

Рисунок 2 — Механическая модель планетарного РМК 
карьерных самосвалов БЕЛАЗ при стендовых испытаниях: 
Z1 — солнечная шестерня 1-го ряда; Z2 — сателлит 1-го ряда; 

Z3 — коронная шестерня 1-го ряда; h — водило 1-го ряда; 
Z4 — солнечная шестерня 2-го ряда; Z5 — сателлит 2-го ряда; 

Z6 — коронная шестерня 2-го ряда; b — ступица ведущего колеса 
карьерного самосвала; IЭД — момент инерции ротора приводного 
электродвигателя, кг·м2; I1, I4 — моменты инерции относительно 

осей вращения солнечных шестерен Z1, Z4, кг·м2; I2, I5 — 
моменты инерции относительно осей вращения сателлитов 
Z2, Z5, кг·м2; I3, I6 — моменты инерции относительно осей 

вращения коронных шестерен Z3, Z6, кг·м2; Ih — момент инерции 
относительно оси вращения водила h в сборе с сателлитами, 

осями и подшипниками сателлитов, кг·м2; Iст — момент инерции 
относительно оси вращения ступицы ведущего колеса самосвала 
и жестко соединенных с ней деталей, кг·м2; cпром.в. — крутильная 

жесткость промежуточного и торсионного валов, Н·м/рад; cсоед.в. — 
крутильная жесткость половины соединительного вала, Н·м/рад

Figure 2 — Mechanical model of the planetary motor-wheel 
reducer of BELAZ mining dump trucks during bench tests: 

Z1 — 1st row sun gear; Z2 — 1st row satellite; Z3 — 1st row crown gear; 
h — 1st row planet carrier; Z4 — 2nd row sun gear; Z5 — 2nd row 

satellite; Z6 — 2nd row crown gear; b — drive wheel hub of a mining 
dump truck; IЭД — moment of inertia of the drive electric motor rotor, 
kg·m2; I1, I4 — moments of inertia relative to the axes of rotation of 

the sun gears Z1, Z4, kg·m2; I2, I5 — moments of inertia relative to the axes 
of rotation of the satellites Z2, Z5, kg·m2; I3, I6 — moments of inertia 
relative to the axes of rotation of the crown gears Z3, Z6, kg·m2; Ih — 

moment of inertia relative to the axis of rotation of the planet carrier h 
assembled with satellites, axes and bearings of satellites, kg·m2; Iст — 

moment of inertia relative to the axis of rotation of the drive wheel 
hub of a mining dump truck and parts rigidly connected to it, kg·m2; 

cпром.в. — torsional stiffness of the intermediate and torsion shafts, N·m/rad; 
cсоед.в. — torsional stiffness of half of the connecting shaft, N·m/rad
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где Rb1, …, Rb5 — радиусы основных окружностей 
зубчатых колес 1, …, 5; aw12, aw45 — межосевые рас-
стояния зубчатых пар (1, 2) и (4, 5) соответствен-
но; Ih = I'h + 3m2a

2
w12 (I'h — момент инерции отно-

сительно оси вращения водила h 1-го ряда в сборе 
с осями и подшипниками сателлитов; m2 — масса 
сателлита Z2 1-го ряда); c12, c23, c45, c56 — жесткости 
зацеплений зубчатых пар (1, 2), (2, 3), (4, 5), (5, 6) 
соответственно, Н/м; ch4 — крутильная жесткость 
упругого вала, соединяющего водило h 1-го ряда 
с солнечной шестерней Z4 2-го ряда РМК, Н·м/рад; 
c3b, c6b — крутильные жесткости упругих валов, 
соединяющих коронные шестерни Z3 и Z6 1-го 
и 2-го рядов со ступицей b ведущего колеса само-
свала, Н·м/рад.

При колебаниях подсистемы, соответствую-
щей симметричным формам исходной системы, 
жесткость cсоед.в. в уравнениях (1) принимается 
равной 0.

Динамические схемы планетарных рядов со-
держат симметричные разветвления, образован-
ные вращающимися относительно своих осей 
массами сателлитов и упругими связями, соеди-

няющими их с солнечными и коронными шестер-
нями. Поэтому собственные колебания в динами-
ческой системе РМК возможны в двух группах 
форм: с совпадающими направлениями движения 
масс в симметричных ветвях (все массы коле-
блются в фазе) и с несовпадающими направлени-
ями движения этих масс (некоторые массы могут 
колебаться в фазе или в противофазе либо оста-
ваться неподвижными).

При совпадении направлений движения масс 
в ветвях симметричного разветвления их мож-
но объединить в один участок, моменты инерции 
масс и жесткости упругих связей которого получа-
ются из соответствующих параметров симметрич-
ного ответвления умножением их на количество 
ветвей. Исходная динамическая модель при этом 
упростится (уменьшится число степеней свободы) 
и уравнения движения ее элементов примут вид:

где φ2 — угол поворота объединенной массы са-
теллитов 1-го ряда; φ5 — угол поворота объеди-
ненной массы сателлитов 2-го ряда; 3I2, 3I5 — 
моменты инерции относительно осей вращения 
объединенных масс сателлитов, кг·м2.

При несовпадении направлений движения 
масс в симметричных ветвях все остальные эле-
менты динамической модели РМК остаются не-
подвижными. Поэтому соответствующие соб-
ственные частоты всей системы равны частотам 
колебаний каждого из симметричных ответвле-
ний, защемленного на концах (масса сателлита 
колеблется на соединенных с ней упругих связях). 
Динамическая схема симметричного ответвления 
показана на рисунке 4.

Собственная частота сателлита равна:

(2)

(3)

Рисунок 3 — Динамические схемы двухрядного планетарного 
РМК карьерных самосвалов БЕЛАЗ: 
a — 1-й ряд; b — 2-й ряд (часть схемы)

Figure 3 — Dynamic schemes of the two-row planetary motor-
wheel reducer of BELAZ mining dump trucks: 
a — 1st row; b — 2nd row (part of the scheme)

a                  b
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Формы колебаний, соответствующие собствен-
ной частоте симметричного ответвления, должны 
удовлетворять условию равенства нулю суммы 
амплитуд масс в симметричных ветвях (чтобы они 
были уравновешены и примыкающие массы оста-
вались неподвижными).

Расчетные значения параметров динамической 
модели РМК при испытаниях на стенде (см. ри-
сунки 2, 3), входящих в уравнения (1), (2), пред-
ставлены в таблице 1.

Расчет частот и форм собственных крутиль-
ных колебаний РМК. Уравнения собственных 
колебаний для механических систем с сосредото-
ченными параметрами можно представить в мат-
ричной форме [16–18]:

Aq·· + Cq = 0,

где q — вектор-столбец обобщенных перемеще-
ний; q·· — вектор-столбец обобщенных ускорений; 

A — матрица инерции системы; C — матрица 
жесткости системы.

Для динамической модели планетарного РМК, 
приведенной на рисунках 2, 3, движение масс 
которой описывается уравнениями (2), матри-
цы инерции и жесткости имеют вид:  
и . Ненулевые элементы матрицы инер-
ции A: A11 = IЭД; A22 = I1; A33 = 3I2; A44 = Ih; A55 = I4; 
A66 = 3I5; A77 = I3; A88 = I6; A99 = Iст. Ненулевые эле-
менты матрицы жесткости C: C11 = cпром.в.; C12 = 
= C21 = – cпром.в.; C22 = cпром.в. + 3c12Rb1

2; C23 = C32 = 
= –3c12Rb1Rb2; C24 = C42 = – 3c12Rb1aw12; C33 = 3(c12 + 
+ c23)Rb2

2; C34 = C43 = 3(c12 – c23)Rb2aw12; C37 = C73 = 
= –3c23Rb2(aw12 + Rb2); C44 = 3(c12 + c23)aw12

2 + ch4; 
C45 = C54 = –ch4; C47 = C74 = 3c23aw12(aw12 + Rb2); C55 = 
= 3c45Rb4

2 + ch4; C56 = C65 = –3c45Rb4Rb5; C66 = 3(c45 + 
+ c56)Rb5

2; C68 = C86 = –3c56Rb5(aw45 + Rb5); C77 = 
= 3c23(aw12 + Rb2)2 + c3b; C79 = C97 = –c3b; C88 = 3c56(aw45 + 
+ Rb5)2 + c6b; C89 = C98 = –c6b; C99 = c3b + c6b + cсоед.в.. 
Для подсистемы, соответствующей симметричным 
формам колебаний исходной системы, жесткость 
cсоед.в. принимается равной 0.

Расчет частот и форм собственных колебаний 
сводится к вычислению собственных значений 
и собственных векторов матрицы специального 
вида A–1C [17, 18], где A, C — действительные 
симметричные матрицы и A — положительно 
определенная. В работах [1, 18] изложен методиче-
ский подход к нахождению собственных значений 
и собственных векторов несимметричной матрицы 
A–1C на основе применения итерационного чис-
ленного метода вращений Якоби после ее предва-
рительного преобразования к симметричному виду.

Для исследуемой динамической модели (см. ри-
сунки 2, 3) симметричная матрица H = A–1/2CA–1/2, 
подобная матрице A–1C, после подстановки чис-
ловых значений параметров модели из табли-
цы 1 принимает вид  с ненулевыми 
элементами H11 = 2061,86; H12 = H21 = –55 268,4; 
H22= 2,38027·108; H23 = H32 = –9,12219·107; H24 = 
= H42 = –4,13537·107; H33 = 7,93681·107; H34 = H43 = 
= –4,08448·106; H37 = H73 = –4,96136·107; H44 = 
= 1,82062·107; H45 = H54 = –1,19516·107; H47 = H74 = 
= 2,24913·107; H55 = 1,87208·108; H56 = H65 = 
= –6,12655·107; H66 = 7,51313·107; H68 = H86 = 
= –3,73255·107; H77 = 3,25536·108; H79 = H97 = 
= –4,50701·107; H88 = 6,37354·108; H89 = H98 = 
= –2,10677·108; H99 = 8,10318·107 / 8,11877·107 
(для подсистемы, соответствующей симметрич-
ным / кососимметричным формам колебаний ис-
ходной системы).

Собственные значения матрицы H являются 
квадратами собственных частот динамической 
модели. Собственные векторы матрицы H после 
умножения их слева на матрицу A–1/2 представля-
ют собой собственные формы колебаний динами-
ческой модели.

После проведения вычислений находим зна-
чения собственных частот симметричной и ко-

Рисунок 4 — Динамическая схема колебаний сателлита 
на упругих связях

Figure 4 — Dynamic scheme of satellite oscillations on elastic 
constraints

Параметр Обозначение Значение

Радиус основной 
окружности зубчатого 
колеса, м

Rb1 0,090211
Rb2 0,165386
Rb4 0,118401
Rb5 0,169145

Межосевое расстояние 
зубчатой пары, м

aw12 0,284384
aw45 0,320632

Момент инерции 
относительно оси 
вращения, кг·м2

IЭД 97
I1 0,135
I2 1,017
Ih 43,896
I4 1,104
I5 2,503
I3 17,9
I6 78,1
Iст 641,6

Крутильная жесткость 
упругого вала, Н·м/рад

cпром.в. 2·105

ch4 8,32·107

c3b 4,83·109

c6b 4,716·1010

cсоед.в. 1·108

Жесткость зацепления 
зубчатой пары, Н/м

c12 1,308·109

c23 1,643·109

c45 2,936·109

c56 3,637·109

Таблица 1 — Параметры динамической модели РМК 
при испытаниях на стенде
Table 1 — Parameters of the dynamic model of the motor-wheel 
reducer during bench tests
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сосимметричной подсистем исходной системы, 
которые приведены в таблице 2 (упорядоченные 
по возрастанию). Соответствующие формы коле-
баний даны в сводной таблице 3.

Как видно из таблицы 2, для симметричной 
и кососимметричной подсистем отличаются три 
низшие собственные частоты ω1 – ω3, а остальные 
практически одинаковые. Аналогичное справед-
ливо для соответствующих форм колебаний.

Вычисленные значения собственных частот 
и форм колебаний найдены на основе уравне-
ний (2), описывающих движение элементов дина-
мической модели РМК при совпадающих направ-
лениях движения масс в симметричных ветвях, 
образованных вращающимися относительно сво-
их осей массами сателлитов.

При несовпадении направлений движения 
масс в симметричных ветвях все остальные массы 

динамической модели РМК остаются неподвиж-
ными. Соответствующие собственные частоты 
всей системы равны частотам колебаний одного 
из симметричных ответвлений, защемленного на 
концах, динамическая схема которого показана на 
рисунке 4. Собственные частоты колебаний сател-
литов 2 1-го ряда и 5 2-го ряда (см. рисунок 3) вы-
числяются по формуле (3) на основании числовых 
значений из таблицы 1:

Поскольку в обоих рядах по три сателлита, 
найденные частоты ωс2 и ωс5 имеют кратность 2 
каждая (с учетом наличия еще одной формы коле-
баний с совпадающими направлениями движения 
масс). Собственные формы, соответствующие од-
ной и той же собственной частоте колебаний са-
теллитов, должны удовлетворять условию равен-
ства нулю суммы амплитуд масс в симметричных 
ветвях и быть при этом линейно независимыми. 
Поэтому для каждой из частот ωс2 и ωс5 в качестве 
форм колебаний масс примем следующие значе-
ния амплитуд смещений масс 21, 22, 23 и 51, 52, 53 
(см. рисунок 3): (1, –1, 0) и (1, 1, –2).

Таблица 2 — Собственные частоты ωi симметричной 
и кососимметричной подсистем исходной механической 
системы стенда при испытаниях РМК
Table 2 — Natural frequencies ωi of symmetric and antisymmetric 
subsystems of the initial mechanical system of the bench when 
testing the motor-wheel reducer

Частота 
(обозначение)

Значение частоты, рад/с (Гц)
симметричная 

подсистема
кососимметричная 

подсистема
ω1 0 25,437 (4,04843)
ω2 308,899 (49,1628) 384,074 (61,1273)
ω3 1275,02 (202,926) 1303,58 (207,472)
ω4 6289,35 (1000,98) 6289,4 (1000,99)
ω5 7152,61 (1138,37) 7153,38 (1138,5)
ω6 14641,6 (2330,28) 14641,6 (2330,28)
ω7 16735,2 (2663,49) 16735,2 (2663,49)
ω8 18555,8 (2953,25) 18555,9 (2953,26)
ω9 26658,3 (4242,8) 26658,6 (4242,85)

Частота, 
рад/с (Гц)

Форма колебаний (относительные амплитуды смещений масс; см. рисунки 2, 3)
ЭД 1 21 22 23 h 4 51 52 53 3 6 b

0 1 1 0,3165 0,3165 0,3165 0,1332 0,1332 0,0932 0,0932 0,0932 0,0322 0,0322 0,0322
25,44 (4,05) 1 0,6862 0,2140 0,2140 0,2140 0,0926 0,0878 0,0592 0,0592 0,0592 0,0198 0,0198 0,0198
308,9 (49,2) 1 –45,278 –14,532 –14,532 –14,532 –5,9980 –6,2657 –4,5085 –4,5085 –4,5085 –1,5831 –1,5876 –1,5891
384,1 (61,1) 1 –70,544 –22,408 –22,408 –22,408 –9,4740 –9,5061 –6,6606 –6,6606 –6,6606 –2,2866 –2,2939 –2,2929
1275 (202,9) 1 –787,46 –158,46 –158,46 –158,46 –157,49 –5,0199 68,451 68,451 68,451 43,529 42,778 43,725
1304 (207,5) 1 –823,17 –159,53 –159,53 –159,53 –168,11 1,5231 81,061 81,061 81,061 50,012 49,152 50,187
6289 (1001) 1 –19184 –11514 –11514 –11514 1590,3 4592,4 3493,8 3493,8 3493,8 –956,40 136,32 67,987
7153 (1138) 1 –24812 –17681 –17681 –17681 4064,9 –36007 –32576 –32576 –32576 –712,54 539,62 1148,2
8668 (1380) 0 0 0 0 0 0 0 1 –1 0 0 0 0
8668 (1380) 0 0 0 0 0 0 0 1 1 –2 0 0 0
8909 (1418) 0 0 1 –1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8909 (1418) 0 0 1 1 –2 0 0 0 0 0 0 0 0
14642 (2330) 1 –1,04e5 9117,5 9117,5 9117,5 –8560,0 1,07e6 –1,77e5 –1,77e5 –1,77e5 7467,4 –3053,5 1261,6
16735 (2663) 1 –1,36e5 10862 10862 10862 1341,1 –1516,9 249,02 249,02 249,02 3376,5 –127,93 –80,465
18556 (2953) 1 –1,67e5 44595 44595 44595 –2130,7 2436,6 –1390,9 –1390,9 –1390,9 –71380 2634,9 1305,3
26658 (4243) 1 –3,45e5 4,49e5 4,49e5 4,49e5 –42872 –1,60e6 5,28e6 5,28e6 5,28e6 –2,30e6 –2,75e7 3,24e6

Таблица 3 — Частоты и формы собственных колебаний РМК на стенде
Table 3 — Frequencies and modes of natural oscillations of the motor wheel reducer on the bench
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Результаты расчета всех частот и форм соб-
ственных колебаний РМК на стенде, полученные 
после упорядочивания значений собственных ча-
стот по возрастанию и нормирования собствен-
ных форм (первая ненулевая компонента равна 1), 
представлены в таблице 3.

Найденные значения собственных частот 
и форм колебаний РМК на стенде являются при-
ближенными вследствие упрощений, принятых 
при схематизации, а также неточностей и непол-
ноты имеющихся данных при определении па-
раметров модели (в первую очередь жесткостей 
упругих связей). Для уточнения характеристик 
собственных колебаний необходимо выполнение 
их экспериментальных замеров на стенде во вре-
мя проведения испытаний.

Заключение. Изложен методический подход 
к расчетному определению динамических пара-
метров (собственных частот и форм крутильных 
колебаний) стенда с механически разомкнутым 
силовым контуром при ускоренных ресурсных 
испытаниях двухрядных планетарных редукто-
ров мотор-колес карьерных самосвалов БЕЛАЗ 
серий 7530/7531 грузоподъемностью 220–240 т, 
основанный на исследовании разработанной 
многомассовой динамической модели с сосредо-
точенными параметрами. Особенности расчета 
заключаются в учете наличия плоскости сим-
метрии механической системы стенда с уста-
новленными на нем двумя редукторами, а также 
присутствия в планетарных рядах симметрич-
ных разветвлений, образованных вращающими-
ся относительно своих осей массами сателлитов 
и упругими связями, соединяющими их с сол-
нечными и коронными шестернями. Предложен-
ный подход дает возможность упростить исход-
ную динамическую модель путем отдельного 
рассмотрения колебаний, соответствующих сим-
метричным и кососимметричным относительно 
плоскости собственным формам всей системы, 
а также колебаний одного из симметричных от-
ветвлений, защемленного на концах (масса са-
теллита колеблется на соединенных с ней упру-
гих связях).

Разработанная динамическая модель стенда 
и рассчитанные на ее основе собственные частоты 
и формы крутильных колебаний позволяют анали-
зировать возможность возникновения резонанс-
ных режимов его работы при проведении испыта-
ний редукторов и оценивать уровни динамической 
нагруженности их элементов при вынужденных 
колебаниях с целью прогнозирования расходова-
ния ресурса зубчатых передач, основанного на пе-
риодическом вибромониторинге их технического 
состояния.

Работа выполнена в рамках договора № 600-
01649 от 20.05.2022 «Разработать и апробиро-
вать методики ускоренных стендовых испыта-
ний редукторов мотор-колес (РМК) самосвалов 

БЕЛАЗ и вибромониторинга остаточного ресурса 
РМК в эксплуатации».
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CALCULATION FEATURES OF THE BENCH DYNAMIC PARAMETERS 
DURING TESTING OF THE MOTOR-WHEEL REDUCER 
OF BELAZ MINING DUMP TRUCKS

When conducting accelerated tests of transmissions and reducers of mobile machines, it is required to 
study the dynamic properties of the bench together with the test object installed on it. This is necessary to 
identify possible resonances in the oscillatory system and to select appropriate test modes, which exclude 
the occurrence of unacceptable levels of loads that violate the correspondence between the type and nature 
of damage in operation and during testing. The paper proposes a methodical approach to the calculation-
al determination of the dynamic parameters (natural frequencies and natural modes of torsional vibra-
tions) of the bench with a mechanically open loop during accelerated life tests of the two-row planetary 
motor-wheel reducers of BELAZ mining dump trucks, based on the study of the developed multi-mass dy-
namic model with lumped parameters. The calculation features consist in taking into account the existence 
of symmetry plane of the bench mechanical system with two reducers installed on it, as well as the presence 
of symmetrical branches in the planetary rows, formed by the masses of satellites rotating around their axes 
and elastic constraints connecting them with the sun and crown gears. The approach proposed makes it 
possible to significantly simplify calculations and to reduce the computation time.

Keywords: mining dump truck, motor-wheel reducer, accelerated life tests, test bench, planetary gear train, 
dynamic model, natural frequencies, natural modes, resonant mode
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