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РАСПАРАЛЛЕЛИВАНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЙ НА ГРАФИЧЕСКОМ 
ПРОЦЕССОРЕ ДЛЯ УСКОРЕНИЯ ГРАНИЧНО-ЭЛЕМЕНТНЫХ 
РАСЧЕТОВ В МЕХАНИКЕ

При компьютерном моделировании задач различными методами всегда возникает вопрос точно-
сти и скорости используемого подхода. В данной работе рассматривается применение двух мо-
дификаций метода граничных элементов для решения задачи о распределении потенциала внутри 
замкнутой двумерной области, на границе которой равномерно распределен потенциал. Первая мо-
дификация включает в себя метод с применением трех нелинейных функций формы вместо одной. 
Второй модификацией является применение метода Галеркина к гранично-элементному подходу 
с тремя нелинейными функциями формы. Суть данной модификации заключается в том, что раз-
решающая система уравнений составляется в интегральной форме по всему граничному элементу, 
а не в точках коллокации. В дополнение к этому в работе описаны и исследованы преимущества 
и недостатки сглаживающей модификации, примененной к данным подходам. В связи с тем, что 
матрица взаимовлияния состоит из независимо вычисляемых элементов, для повышения эффек-
тивности было предложено распараллеливание вычислений с применением технологии NVIDIA 
CUDA, что позволяет значительно ускорять процесс расчета матрицы взаимовлияний. Преимуще-
ство выбора такой технологии обусловлено наличием графических акселераторов NVIDIA практи-
чески в каждом домашнем компьютере или ноутбуке, а также простотой ее применения. В рабо-
те представлен подход к применению данной технологии, а также показаны результаты, которые 
отображают зависимость ускорения распараллеленных вычислений от количества граничных эле-
ментов. Также было проведено сравнение эффективности выбранной технологии при применении 
к двум методам: коллокационному и методу Галеркина. Показано значительное ускорение вплоть 
до 22 раз при вычислении матрицы взаимовлияния граничных элементов.
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потенциала, NVIDIA CUDA, коллокационный метод, метод Галеркина, распараллеливание 
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Введение. Метод граничных элементов (МГЭ) 
представляет собой высокоэффективный подход, 
который успешно находит свое применение при 
анализе и моделировании разнообразных задач, 
охватывающих области гидро- и электродинами-
ки, а также механики деформируемого твердого 
тела. В работах [1, 2] показаны некоторые базовые 
примеры использования МГЭ для моделирования 
напряженно-деформированного состояния, а так-
же объяснены причины выбора именно данного 
метода моделирования. Также в статье [3] пред-
ставлен подход к моделированию напряженно-де-
формированного состояния контакта шерохова-
тых поверхностей для трехмерного случая, где 
впоследствии показано, что данную задачу можно 
свести к двумерной формулировке на полупло-
скости, что приводит к ускорению процесса мо-
делирования с сохранением точности. В статье [4] 
показывается применение гранично-элементного 
метода к задаче о моделировании однородного 
дозвукового потока. Помимо этого, представлен 
способ к ускорению данного метода, используя 
принцип симметрии, что позволяет значительно 
ускорить процесс моделирования.

В отличие от традиционных методов конечных 
разностей и конечных элементов, МГЭ предостав-
ляет существенное преимущество, позволяя дис-
кретизировать только поверхность расчетной обла-
сти, минимизируя тем самым объем вычислений. 
В связи с многообразием задач, которые подлежат 
моделированию с использованием МГЭ, возникает 
потребность в создании модификаций этого мето-
да. Одной из наиболее распространенных является 
применение функций формы [5, 6]. Кроме тради-
ционного коллокационного метода, применяются 
менее распространенные подходы, включая метод 
Галеркина и интегральный метод [7−9].

В данной работе рассматривается реализа-
ция методологии МГЭ с учетом трех нелинейных 
функций формы для изучения распределения по-
тенциала внутри замкнутой двумерной области, 
когда потенциал равномерно распределен на по-
верхности контура. Дополнительно изучается 
применение технологии CUDA [10] для парал-
лельной реализации расчетов, что предоставляет 
дополнительные возможности для ускорения вы-
числительных процессов и повышения произво-
дительности.

Постановка задачи. Рассмотрим задачу, пред-
ставленную в [11], в которой требуется найти рас-
пределение потенциала в замкнутой прямоугольной 
области  
(рисунок 1), на одной из сторон которой –b ≤ x ≤ b, 
y = 0, b = 2,5 задано граничное условие

Для применения МГЭ граница исследуемой 
области была разбита на N граничных элемен-

тов (ГЭ), полудлина которых равна h, таким обра-
зом, что все граничные элементы должны оставать-
ся прямыми отрезками. Центры ГЭ расположены 
в точках xi = (xi, yi). Следует отметить, что источ-
никами влияния являются не граничные элемен-
ты, а узлы элементов xi – h, xi, xi + h, где h = (hx, hy). 
При расчетах использовались три функции формы 
f i

I(x), f i
II(x), f i

III(x), которые распределялись на гра-
ничных элементах, как показано на рисунке 2.

Сравнение результатов. Ввиду отсутствия 
аналитического решения задачи внутри области 
возникает ограничение в возможности графиче-
ского отображения точных распределений полу-
ченных решений в сравнении с аналитическим. 
Появляется необходимость в альтернативных под-
ходах. В данном случае рассмотрены решения, 
полученные с применением указанных методов на 
границе области, где заданы граничные условия.

На рисунке 3 представлены распределения по-
тенциалов на верхней границе, полученные с ис-
пользованием найденных фиктивных усилий или 
коэффициентов функций формы.

Рисунок 1 — Расчетная схема
Figure 1 — Calculation scheme

Рисунок 2 — Распределение нелинейных функций формы по ГЭ
Figure 2 — Distribution of nonlinear shape functions 

on boundary elements
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Проведем более детальный анализ, оценивая 
сходимость численных расчетов и уровень по-
грешности, характеризующий четыре варианта 
реализации МГЭ с использованием трех функций 
формы: негладкого и гладкого коллокационного 
методов, а также негладкого и гладкого методов 
Галеркина [12, 13].

Метод Галеркина демонстрирует большую 
точность в сравнении с коллокационным методом 
(см. рисунок 3). Хотя аналитическое решение вну-
три области недоступно, предложенные методы 
позволяют приблизительно изучить точность ре-
шения на границе. Для оценки точности каждого 
метода необходимо провести анализ относитель-
ных погрешностей, что позволит оценить их срав-
нительную эффективность с учетом средней отно-
сительной погрешности.

Для качественной оценки точности численных 
результатов применяется относительная погреш-
ность, которая вычисляется согласно следующей 
формуле:

где xi — точка границы с ненулевым граничным 
условием.

Этот параметр позволяет оценить разницу 
между аналитическим и численным решениями, 
учитывая величину граничного условия в кон-
тексте конкретной задачи. Сравнивая значения 
относительной погрешности для каждой из рас-
смотренных реализаций МГЭ, можно определить 
наилучший подход с точки зрения точности ап-
проксимации.

В дальнейшем, с целью получения более ком-
плексной картины, был применен метод вычисле-
ния среднего арифметического для каждой точки, 
что позволило определить среднюю погрешность 
метода на всей поверхности.

На рисунке 4 представлены графики относи-
тельных погрешностей для рассмотренных мето-
дов при различных количествах граничных эле-
ментов. Подходящее описание данных графиков 
таково, что их можно рассматривать как кривые 
сходимости методов, которые отражают скорость 
приближения данных методов к постоянной отно-
сительной погрешности. Рисунок 4 наглядно по-
казывает, что негладкий метод Галеркина прояв-
ляет заметно быструю сходимость, что позволяет 
предположить, что уже при небольшой дискрети-
зации можно добиться значительного увеличения 
точности решения.

Стоит отметить, что гладкий коллокационный 
метод и гладкий метод Галеркина даже при гру-
бой дискретизации граничных элементов поверх-
ности демонстрируют малую погрешность. Тем 
не менее гладкий метод Галеркина показал более 
высокую точность, что подчеркивает его преиму-
щество. Такой вывод делается в свете того, что 
условие гладкости (непрерывности) оказывает 
положительное влияние на повышение точности 
вычислений. Учитывая, что гладкий коллокацион-

a

b

Рисунок 3 — Распределение потенциала на поверхности 
расчетной области

Figure 3 — Potential distribution on the surface of 
the computational domain

a

b

Рисунок 4 — Относительные погрешности методов
Figure 4 — Relative errors of methods



83

МЕХАНИКА ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА

ный метод и гладкий метод Галеркина обладают 
наивысшей точностью среди рассмотренных ме-
тодов, дальнейшее сравнение и анализ будут про-
водиться для данных методов.

Распараллеливание на CUDA. Распараллели-
вание [14, 15] коллокационного метода с помощью 
технологии NVIDIA CUDA было описано в [5]. Ос-
новным этапом распараллеливания представлен-
ного метода является ускорение расчета матрицы 
взаимовлияния. Формирование данной системы — 
трудоемкий процесс, т. к. создается матрица, кото-
рая имеет размерность N × N, где N — количество 
узлов на граничных элементах и N = 2K + 1, где 
K — количество граничных элементов. Распарал-
леливание данного процесса путем создания N × N 
потоков, каждый из которых вычисляет коэффи-
циент aij (i, j = 1, …, N ), заметно ускоряет форми-
рование матрицы взаимовлияний.

На рисунке 5 представлены два набора гра-
фиков, иллюстрирующих зависимость времени, 
затраченного на вычисления, от количества коэф-
фициентов для гладкого коллокационного метода 
и метода Галеркина. Последовательная реализа-
ция алгоритма Галеркина в целом оказывается 
более медленной по сравнению с аналогичным 
алгоритмом коллокационного метода. Это свиде-
тельствует о том, что для данной задачи гладкий 

коллокационный метод в последовательном ре-
жиме демонстрирует более высокую производи-
тельность.

Из рисунка 6 видно, что ускорение вычисле-
ний при распараллеливании значительно выше 
для гладкого метода Галеркина, чем для глад-
кого коллокационного. Для гладкого метода Га-
леркина ускорение достигает 28 раз, в то время 
как для гладкого коллокационного метода — до 
11 раз. Это подчеркивает потенциал ускорения, 
который может быть достигнут при распарал-
леливании, особенно если использовать более 
мощные графические акселераторы с большим 
числом ядер.

Также из рисунка 6 видно, что скорость глад-
кого коллокационного метода все же остается зна-
чительно выше гладкого метода Галеркина. Это 
свидетельствует о том, что даже при ускорении 
расчетов с использованием технологии CUDA, 
гладкий коллокационный метод остается предпоч-
тительным в аспекте общей производительности.

На рисунке 7 представлены коэффициенты эф-
фективного ускорения описанных выше алгорит-
мов, используя технологию NVIDIA CUDA. Как 
видно из рисунка 7, максимальный коэффициент 
ускорения практически одинаков.

a

b
Рисунок 5 — Зависимости времени распараллеленных 

расчетов от количества коэффициентов для гладких методов 
Галеркина (a) и коллокационного (b)

Figure 5 — Dependences of parallelized computation time on 
the number of coefficients for smooth Galerkin (a) 

and collocation (b) methods

Рисунок 7 — Коэффициенты ускорения коллокационного 
метода и метода Галеркина относительно 

их последовательных реализаций
Figure 7 — Acceleration coefficients of the collocation method 

and the Galerkin method with respect to their successive realizations

Рисунок 6 — Ускорение вычислений в соответствии 
с распараллеленным гладким методом Галеркина 

и коллокационным гладким методом
Figure 6 — Computational speedup under parallelized smooth 

Galerkin method and smooth collocation method
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Ускорение при низкой дискретизации гранич-
ной области в разы выше для метода Галеркина. 
Поэтому учитывая, что при низкой дискретизации 
метод Галеркина точнее коллокационного, можно 
сделать вывод, что распараллеливание эффектив-
нее при реализации метода Галеркина.

Заключение. Проведенное моделирование 
распределения потенциала в замкнутой области 
с поверхностными граничными условиями выяви-
ло предпочтительность применения метода Галер-
кина при гранично-элементном моделировании.

В ходе исследования были рассмотрены как 
гладкие, так и негладкие варианты гранично-эле-
ментных расчетов. Была проанализирована точ-
ность вычислений, что позволило установить, что 
методы коллокационного типа и метод Галеркина, 
реализованные в гладкой форме, обладают наи-
меньшей погрешностью.

Анализ ускорения вычислений выявил, что 
применение метода Галеркина имеет преимуще-
ство перед методом коллокационного типа. Пред-
ставлены результаты как последовательных, так 
и параллельных расчетов, при которых было до-
стигнуто ускорение расчета матрицы взаимовлия-
ния до 22 раз. При этом метод Галеркина оказался 
более точным, что обуславливает целесообраз-
ность его использования при расчете коэффици-
ентов функции формы.

Работа выполнена при поддержке Белорус-
ского республиканского фонда фундаментальных 
исследований в рамках проекта № Т23РНФ-125.
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PARALLELIZING OF COMPUTATIONS ON A GRAPHICS 
PROCESSING UNIT FOR ACCELERATING BOUNDARY ELEMENT 
CALCULATIONS IN MECHANICS

In solving problems of computer modeling using various methods, accuracy and computational efficiency 
questions always arise. This study explores the application of two modifications of the boundary element 
method to solve the problem of potential distribution within a closed two-dimensional domain with a uniform 
potential distribution on its boundary. The first modification involves using three nonlinear shape functions 
instead of one. The second modification applies the Galerkin method to the boundary element approach 
with three nonlinear shape functions. The essence of this modification lies in the fact that the system of 
equations is formulated in integral form over the entire boundary element, rather than at collocation points. 
In addition to this, the paper describes and investigates the advantages and disadvantages of the smoothing 
modification applied to these approaches. Since the influence matrix consists of independently computable 
elements, parallelization of calculations using NVIDIA CUDA technology has been proposed to enhance 
computational efficiency, significantly accelerating the calculation of interaction matrix. The choice of this 
technology is advantageous due to the prevalence of NVIDIA graphics accelerators in almost every person-
al computer or laptop, as well as it is easy to use. The study presents an approach to the application of this 
technology and demonstrates the results, showing the acceleration of parallelized calculations which show 
the dependence on the number of boundary elements. A comparison of the efficiency of the selected tech-
nology when applied to two methods, collocation and Galerkin, is also presented, indicating a significant 
speedup of up to 22 times by computing the influence matrix of the boundary elements.

Keywords: boundary element method, nonlinear shape functions, potential distribution, NVIDIA CUDA, 
collocation method, Galerkin method, algorithm parallelization, numerical modeling, computational 
acceleration, interaction matrix
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