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Введение. Современные требования маши-
ностроительного комплекса к прочности и на-
дежности конструкций, работающих в условиях 
воздействия комплексных динамических и тем-
пературных нагрузок, обуславливают применение 
композитных материалов. Возникающие пробле-
мы исследования напряженно-деформированного 
состояния подобных элементов конструкций при 
динамическом или квазистатическом термосило-
вом воздействии относят к числу наиболее акту-
альных в настоящее время. Для проведения соот-
ветствующих расчетов возникает необходимость 
создания механико-математических моделей, чему 
и посвящен многочисленный ряд публикаций.

Монографии [1–7] посвящены разработке 
расчетных моделей статического и динамическо-
го деформирования слоистых конструкций при 
учете различных физико-механических полей. 
Предлагаются подходы к выбору кинематических 
гипотез, постановке и методике решения краевых 
и начально-краевых задач, отмечаются возника-
ющие особенности при тепловых воздействиях. 
Проводится анализ термического напряжения 
композитных балок, пластин и оболочек, прове-
денный с помощью вычислительного моделиро-
вания.

Собственные и вынужденные колебания сло-
истых оболочек исследуются в работах [8–14]. 
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Нестационарное нагружение стержней типа Ти-
мошенко и неоднородных элементов анализиру-
ются в публикациях [15–18]. Колебания и изгиб 
трехслойных элементов конструкций, связанных 
с упругим основанием или вязкой жидкостью, рас-
смотрены в статьях [19–27]. Динамике трехслой-
ной ступенчатой пластины при ударном периоди-
ческом воздействии посвящены работы [28, 29].

Геометрически нелинейная теория трехслой-
ных пластин и оболочек рассмотрена в работах 
[30–33]. Поведение круговой трехслойной пласти-
ны со сжимаемым заполнителем исследовалось 
в [34]. Статья [35] посвящена неосесимметрично-
му квазистатическому нагружению трехслойных 
пластин в своей плоскости. В публикациях [36, 
37] исследуется деформирование трехслойных 
стержней в температурном поле.

Здесь предложены постановка и решение на-
чально-краевой задачи о собственных колебаниях 
круговой сэндвич-пластины в однородном темпе-
ратурном поле.

Постановка начально краевой задачи. Соб-
ственные колебания круговой сэндвич-пластины 
рассматриваются в цилиндрической системе ко-
ординат, связанной со срединной плоскостью за-
полнителя (рисунок 1). Толщины тонких несущих 
слоев h1 = h2 = h в относительно толстом заполни-
теле h3 = 2c.

Для тонких жестких несущих слоев пласти-
ны принимаются гипотезы Кирхгофа о прямоли-
нейности, несжимаемости и перпендикулярности 
нормали к деформированной срединной поверх-
ности. В легком заполнителе нормаль к срединной 
поверхности после приложения нагрузки остается 
прямолинейной, не изменяет своей длины, но по-
ворачивается на некоторый дополнительный угол 
ψ(r, t) — гипотеза Тимошенко. Деформации связа-
ны с напряжениями термоупругими соотношения-
ми закона Гука:

где  — девиаторы тензора напряжений; 
 — девиаторы тензора деформаций; σ(k), 

ε(k) — гидростатическое напряжение и средняя де-
формация; Gk, Kk — модули сдвига и объемного 
деформирования, причем, G1 = G2 = G, K1 = K2 = K; 
T = const — известная температура, отсчитывае-

(1)

мая от некоторого начального значения T0; α0k — 
коэффициент линейного температурного расши-
рения материала k-го слоя (k = 1, 2, 3).

Предполагается, что трехслойная круговая 
пластина шарнирно оперта по контуру. Общие 
уравнения собственных колебаний подобной трех-
слойной пластины при изотермическом нагру-
жении приведены в [1]. В нашем случае для сэн-
двич-пластины они упрощаются и принимают вид:

где w(r, t), ψ(r, t) — искомые функции (прогиб 
и относительный сдвиг в заполнителе); M0w·· — 
инерционные силы, причем M0 = (ρ1h1 + ρ2h2 + 
ρ3h3)r1

2, ρk — плотность материала, две точки ввер-
ху обозначают вторую производную по времени; 
дифференцирование по координате обозначено 
запятой в нижнем индексе; L2, L3 — дифференци-
альные операторы; ai — коэффициенты:

Для описания зависимости упругих характе-
ристик материалов слоев от температуры приме-
нялась формула Белла [2]:

где Tm — температура плавления материала.
Значения модулей упругости G(0), K(0), E(0) 

при так называемом нулевом напряжении опреде-
ляются из эксперимента. Например, зная G0, при 
некоторой начальной температуре T0 получим, что 
G(0) = G0 / φ(T0).

На контуре пластины предполагается наличие 
жесткой диафрагмы, не допускающей относитель-
ный сдвиг слоев. Граничные условия на контуре 
(r = r1) принимаются следующие:
 - при заделке контура пластины:

ψ = w = w,r = 0;

 - при шарнирном опирании пластины (см. рису-
нок 1):

где σ r
(k) — радиальные напряжения; Mr — обоб-

щенный радиальный изгибающий момент:

(2)

(3)

(4)

(5)

Рисунок 1 — Расчетная схема шарнирно опертой трехслойной 
круговой пластины

Figure 1 — Calculation diagram of a hinged circular three-layer plate
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Также должны выполняться следующие на-
чальные условия движения (t = 0):

где f(r), g(r) — начальные прогиб и поперечная 
скорость пластины.

Температура ни в уравнения движения (2), ни 
в граничные условия (4), (5) явным образом не 
входит, она влияет только на упругие модули ма-
териалов слоев в соответствии с (3).

С помощью первого уравнения в системе (2) 
можно выделить отдельное уравнение для про-
гиба. Относительный сдвиг при этом выражается 
через производную от прогиба по радиальной ко-
ординате. В результате

где коэффициент 

В (7) необходимо положить константу интег-
рирования C4 = 0, т. к. относительный сдвиг ψ 
ограничен в центре пластины. Подставив первое 
уравнение (7) в граничные условия (5), выразим 
оставшуюся константу интегрирования через про-
изводную от прогиба на контуре:

Используя это соотношение можно получить 
второе граничное условие для прогиба при шар-
нирном опирании. В результате имеем:

Таким образом, искомый динамический про-
гиб круговой трехслойной пластины должен 
удовлетворять однородному дифференциальному 
уравнению в частных производных (7), гранич-
ным условиям (8) и начальным условиям (6).

Решение задачи о собственных колебаниях. 
Относительный сдвиг и прогиб сэндвич-пластины 
следуют из общего решения для несимметричной 
по толщине трехслойной пластины при изотерми-
ческом нагружении [1]. В нашем случае имеем:

(6)

(7)

(8)

(9)

где ωn — собственные частоты колебаний; vn, ϕn — 
системы собственных функций:

где βn — собственные числа оператора L3; dn — 
нормировочные коэффициенты; Jn(r), In(r) — 
функции Бесселя n-го порядка.

Трансцендентное уравнение для определения 
собственных чисел βn при защемленном контуре 
следует из условий (4):

При шарнирно опертом контуре аналогичное 
уравнение получаем из условий (5):

где коэффициенты a7 = a6 – a25 /a4, a8 = a60 + a25/a4.
Константы интегрирования An, Bn в (9) следу-

ют из начальных условий (6):

Частоты собственных колебаний ωn выража-
ются через собственные числа βn:

Численная апробация решения. Числен-
ные результаты получены для круговой трех-
слойной пластины. Толщины слоев принимались 
h = 0,02 м, h3 = 0,1 м; радиус пластины r1 = 1 м. 
Материалы в сэндвич-пакете рассматривались 
следующие: Д16-Т–фторопласт-4–Д16-Т; ВТ-20–
фторопласт-4–ВТ-20.

В таблице 1 приведены собственные числа βn 
для трехслойных пластин, которые в соответ-

(10)

(11)

(12)

Номер n Собственное 
число βn

Номер n Собственное 
число βn

0 3,196 8 28,279
1 6,306 9 31,378
2 9,439 10 34,561
3 12,577 11 37,702
4 15,716 12 40,844
5 18,857 13 43,985
6 21,997 14 47,126
7 25,138

Таблица 1 — Собственные числа при защемленном контуре 
сэндвич-пластины
Table 1 — Eigenvalues at the pinched contour of the sandwich plate



73

МЕХАНИКА ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА

ствии с уравнением (10) не зависят от материалов 
и толщин слоев. Первые четыре числа совпадают 
с обычно приводимыми в литературе для защем-
ленной однослойной пластины.

Собственные частоты колебаний ωn вычисля-
лись по формуле (12) с использованием собствен-
ных чисел из таблицы 1. Рисунок 2 показывает 
зависимость первых четырех собственных частот 
колебаний пластины Д16-Т–фторопласт-4–Д16-Т 
с заделанным контуром от температуры: 1 — ω0; 
2 — ω1; 3 — ω2; 4 — ω3. Предполагалось, что вся 
пластина прогревается равномерно до заданной 
температуры. В соответствии с формулой Бел-
ла (3), нагревание пластины на 100° приводит 
к уменьшению частот на 3,6 %, при нагревании на 
200° — к уменьшению на 7 %.

Трансцендентное уравнение для собственных 
чисел при шарнирном опирании (11) численно ис-
следовано для пакетов Д16-Т–фторопласт–Д16-Т 
и ВТ-20–фторопласт-4–ВТ-20 при тех же толщи-
нах слоев. Первые 15 корней, вычисленные с точ-
ностью до 0,001, приведены в таблице 2. Их зна-
чения в случае дюралюминиевых несущих слоев 

несколько ниже, чем при защемленном контуре 
(см. таблицу 1). Это объясняется уменьшением 
жесткости конструкции при переходе к шарнирно-
му опиранию. При использовании в качестве ма-
териала несущих слоев титанового сплава ВТ-20 
частоты собственных колебаний увеличиваются.

На рисунке 3 приведены графики зависимости 
собственных чисел и частот колебаний от темпера-
туры у шарнирно опертой пластины с несущими 
слоями Д16-Т–фторопласт-4–Д16-Т: 1 — ω0; 2 — 
ω1; 3 — ω2; 4 — ω3. Здесь, как и у защемленной пла-
стины, нагревание на 100° приводит к уменьшению 
частот на 3,6 %, при нагревании на 200° —  на 7 %.

Рисунок 4 иллюстрирует соответствующие 
графики для пластины с несущими слоями из ти-
танового сплава ВТ-20. Нумерация кривых преж-
няя. Собственные числа здесь практически такие 
же, как и в предыдущем случае (отличие менее 
1 %). Частоты при титановых несущих слоях 
больше примерно на 15 %.

При нагревании пластины на 100 °С часто-
ты уменьшаются на 1,6 %, при нагревании на 
200 °С — на 3,2 %. Это вызвано тем, что у ти-
танового сплава температура плавления выше, 
чем у дюралюминия. Это, в соответствии с фор-

Рисунок 2 — Зависимость собственных частот колебаний 
от температуры пластины Д16-Т–фторопласт-4–Д16-Т (заделка): 

1 — ω0; 2 — ω1; 3 — ω2; 4 — ω3
Figure 2 — Dependence of natural oscillation frequencies 

on temperature of the D16-T–fluoroplast-4–D16-T 
plate (termination): 1 — ω0; 2 — ω1; 3 — ω2; 4 — ω3

Номер n Собственные 
числа βn

Номер n Собственные 
числа βn

0 3,141 / 3,177 8 27,950 / 28,134
1 6,203 / 6,270 9 31,069 / 31,262
2 9,293 / 9,426 10 34,191 / 34,390
3 12,392 / 12,507 11 37,314 / 37,519
4 15,497 / 15,63 12 40,439 / 40,649
5 18,605 / 18,755 13 43,565 / 43,778
6 21,717 / 21,88 14 46,692 / 46,909
7 24,832 / 25,007

Таблица 2 — Отношение собственных чисел βn для пластин 
Д16-Т–фторопласт-4–Д16-Т / ВТ-20–фторопласт-4–ВТ-20 
(шарнирное закрепление) 
Table 2 — Eigenvalue ratio βn for plates D16-T–fluoroplast-4–D16-T / 
VT-20–fluoroplast-4–VT-20 (hinged fastening)

a

b
Рисунок 3 — Зависимость собственных чисел и частот 

колебаний от температуры пластины 
Д16-Т–фторопласт-4–Д16-Т (шарнир)

Figure 3 — Dependence of eigenvalues and natural oscillation 
frequencies on temperature of D16-T–fluoroplast-4–D16-T plate (hinge)
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мулой Белла, приводит к тому, что модули упру-
гости в меньшей степени зависят от температу-
ры пластины. Отличия в процентах роста частот 
ω0, …, ω3 от температуры здесь, как и у защемлен-
ной пластины, незначительно.

Выводы. Предложенная механико-матема-
тическая модель трехслойных круговых пластин 
позволяет учитывать влияние однородного темпе-
ратурного поля на динамические характеристики 
при свободных колебаниях. Численные резуль-
таты показали слабую зависимость собственных 
чисел и частот колебаний от стационарной тем-
пературы. При различных способах закрепления 
контура (заделка, шарнирное опирание) макси-
мальное изменение частот при нагревании на 
100 °С не превышает 3,6 %; при нагревании на 
200 °С — 7 % независимо от материалов несущих 
слоев и заполнителя.

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке ГПНИ «Конвергенция-2025».
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NATURAL OSCILLATIONS OF CIRCULAR SANDWICH PLATES 
IN THE TEMPERATURE FIELD 

The effect of a homogeneous temperature field on the frequencies of natural oscillations of a circular 
sandwich plate is investigated. The hypothesis of a broken line is used as a kinematic one: for identical 
high-strength thin load-bearing layers, the Kirchhoff hypothesis; for a light incompressible thicker filler, 
the Timoshenko hypothesis on the straightness and incompressibility of a deformed normal. The differen-
tial equations of the transverse vibrations of the plate are obtained by the variational method. The desired 
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functions are plate deflection and displacement in the filler. The analytical solution of the initial boundary 
value problem is constructed by decomposing into a series according to a system of proper orthonormal 
functions with hinged support or sealing of the plate contour. Calculation formulas for displacements are 
given. A numerical parametric analysis is carried out for the dependence of the oscillation frequencies of 
the plate on the materials of the bearing layers and temperature. 

Keywords: circular sandwich plate, natural oscillations, frequencies, temperature
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