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Введение. В настоящее время существует 
множество научных работ, посвященных теорети-
ческим и экспериментальным исследованиям про-
блем, связанных с разработкой моделей движения 
твердых тел на гибких платформах или балках [1] 
для обеспечения оптимальной устойчивости дви-
жущихся объектов [2]. Зачастую [3–8] при модели-
ровании динамики ограничения на силы контакт-
ного взаимодействия (силы трения и нормальную 
реакцию опоры) не учитываются, а ограничива-
ются только наложенными кинематическими свя-
зями. Учет контактных сил трения и нормальной 

реакции опоры приводит к усложнению мате-
матической модели динамики системы «твердое 
тело  — упругая балка». Так, в работе [9] иссле-
дована эквивалентная жесткость вязкоупругого 
полупространства для периодически поддержива-
емой балки под действием движущейся нагрузки 
в качестве модели взаимодействия железнодо-
рожного полотна с рельсами. Развитие волновой 
динамики распределенных механических систем, 
взаимодействующих с упруго-инерционными 
и неоднородными основаниями, несущих, в част-
ности, подвижные нагрузки, рассмотрено в [10]. 
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Анализ динамического поведения конструкции 
под действием вибрационных нагрузок в случае 
изменения условий опирания на упругое основа-
ние приведен в [11]. Моделирование поведения 
бесконечно длинной балки, лежащей на сплош-
ном упругом основании, произведено в контексте 
определения воздействия высокоскоростного под-
вижного состава на верхнее строение пути в [12]. 
В результате видно, что все три рассмотренные 
модели изгибаемых балок дают очень близкие ре-
зультаты для систем, несущих подвижные нагруз-
ки, по основным направлениям разработки и со-
вершенствования методов расчета конструкций на 
действие подвижных нагрузок [13]. История раз-
вития метода Бубнова–Галеркина приведена в ра-
боте [14]. Зависимости амплитудного и частотного 
характера, проявляющиеся в движении динами-
ческих объектов по рельсовой линии, приведены 
в работе [15].

Таким образом, необходимо учитывать силы 
контактного взаимодействия и характеристики 
движущегося тела при проведении динамическо-
го моделирования упругой балки и твердого тела 
с целью получения физически реалистичных зако-
нов движения тел.

В данной работе рассмотрена задача модели-
рования твердого тела, движущегося по упругой 
балке, закрепленной на обоих концах. Схема си-
стемы представлена на рисунке 1.

Целью данной работы является математиче-
ское моделирование динамики системы «твердое 
тело — упругая балка» с учетом силового взаи-
модействия указанных тел в единственной точке 
соприкосновения.

Постановка задачи. В рамках данной работы 
задача заключается в нахождении прогиба и угла 
поворота поперечного сечения изгибающейся 
балки при различных скоростях движущегося 
твердого тела.

Используя теорему об изменении количества 
движения твердого тела, уравнения динамики 
твердого тела можно записать в виде:

где xC, yC — координаты центра масс твердого тела, 
моделируемого материальной точкой; m — масса 
твердого тела; g — ускорение свободного падения; 

(1)

N — нормальная реакция опоры; Ffr — сила кон-
тактного трения; F(t) — разгоняющая сила, приво-
дящая твердое тело в движение по упругой балке.

В рамках теории Эйлера–Бернулли уравнение 
изгиба упругой балки с учетом ее веса имеет вид:

где EJ — жесткость балки при изгибе; ρ — плот-
ность материала упругой балки; F — площадь по-
перечного сечения упругой балки; w(x, t) — про-
гиб срединной линии балки в точке x в момент 
времени t; q(x, t) — распределенная нагрузка, дей-
ствующая на упругую балку.

С учетом одноточечного контакта твердого 
тела с упругой балкой в точке  выражение для рас-
пределенной нагрузки имеет вид:

где  — дельта-функция 

Дирака.
Тогда модель динамики системы «твердое 

тело – упругая балка» представлена уравнениями 
(1)–(3) при наличии краевых условий, соответ-
ствующих шарнирным связям на концах балки:

Отметим, что первое уравнение из системы (1) 
может быть рассмотрено отдельно от остальных. 
Поэтому из указанного уравнения можно сделать 
вывод, что сила F(t) может быть подобрана таким 
образом, чтобы твердое тело двигалось по тре-
буемому (заданному) закону движения a(t), т.  е. 
xC(t) = a(t).

Учитывая, что твердое тело движется по упру-
гой балке без отрыва, имеем yC  =  w(xC(t), t). Ис-
ключая нормальную реакцию опоры из уравнения 
изгиба балки, получим математическую модель 
динамики системы в виде:

Далее будем искать приближенное решение 
системы методом Бубнова–Галеркина.

Приближенное решение задачи методом 
Бубнова–Галеркина. Будем искать решение зада-
чи (5) в следующем виде:

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Рисунок 1 — Схема движения твердого тела по упругой балке, 
закрепленной на обоих концах

Figure 1 — Schematic of motion of a solid body on an elastic beam 
fixed at both ends
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где L — длина балка; n — количество гармоник; 
φi(t) — искомые функции, называемые весовыми 
коэффициентами. Указанный вид решения удов-
летворяет краевым условиям из модели (5).

Дифференцируя приближенное решение (6), 
получим:

Подставляя выражения (6) и (7) в уравнение 
динамики, получим:

Далее ограничимся рассмотрением первых 
двух гармоник решения (n = 2):

Здесь и далее точкой над искомыми функция-
ми обозначена производная по времени.

Следуя процедуре метода Бубнова–Галеркина 
[14], получим систему уравнений для весовых ко-
эффициентов в виде:

(7)

(8)

(9)

(10)

или после упрощений:

Полученная система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (11) может быть чис-
ленно проинтегрирована методами Рунге–Кутты. 
Для удобства приведем уравнения (11) в безраз-
мерном виде:

Здесь введены следующие безразмерные пере- 
 
менные , τ = ω0t и безразмерные параметры:

В результате обыкновенные дифференциаль-
ные уравнения для весовых функций при нахож-
дении функции прогиба с точностью до N-й гар-
моники имеют вид:

Полученные уравнения (14) могут быть про-
интегрированы численно с заданной точностью.

Результаты численного интегрирования. 
Зададим следующие размерные параметры систе-

(11)

(12)

(13)

(14)
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мы и начальные условия для весовых коэффици-
ентов:

Результаты численного интегрирования урав-
нений (14) при параметрах системы (13) и (15) 
представлены на рисунках 2–4.

По графикам, представленным на рисунке 2, 
можно сделать вывод, что с увеличением массы 
твердого тела, движущегося по упругой балке, ве-
совые коэффициенты  растут по величине.

Для наглядности представим на рисунке 3 за-
висимость безразмерного прогиба упругой балки 
 

, рассчитанный по разложению решения (6) 

и найденным весовым коэффициентам.
По графикам, представленным на рисунке 3, 

можно сделать вывод, что с увеличением массы 
твердого тела, движущегося по упругой балке, 
экстремальные значения безразмерного прогиба 
упругой балки увеличиваются.

(15)

Также построим зависимости (см. рисунок 4) 
угла поворота поперечного сечения балки 
 

 в момент времени, когда твердое тело 

достигает конца балки, т. е. a(t) = L.
По графикам, представленным на рисунке 4, 

можно сделать вывод, что с увеличением массы 
твердого тела, движущегося по упругой балке, 
экстремальные значения угла поворота попереч-
ного сечения балки увеличиваются.

По графикам, представленным на рисунках 3 
и 4, можно сделать вывод, что безразмерный про-
гиб упругой балки и угол поворота ее поперечного 
сечения при учете 7-й гармоники приближенного 
решения незначительно отличаются от соответ-
ствующих зависимостей, построенных при учете 
только первых шести гармоник приближенного 
решения. Отличия в расчете безразмерного проги-
ба и угла поворота поперечного сечения упругой 
балки при рассмотрении семи и шести гармоник 

a

b

Рисунок 2 — Зависимость  при скорости твердого тела 
V = 30 м/с: a — m = 30 кг; b — m = 40 кг

Figure 2 — Dependence  at the velocity of the solid body 
V = 30 m/s: a — m = 30 kg; b — m = 40 kg

a

b

Рисунок 3 — Зависимость безразмерного прогиба балки  

в конечный момент времени при скорости твердого тела 
V = 30 м/с: a — m = 30 кг; b — m = 40 кг

Figure 3 — Dependence of dimensionless beam deflection  

at the final moment of time at the velocity of the solid body 
V = 30 m/s: a — m = 30 kg; b — m = 40 kg
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в  решении (6) составляет менее 0,3  %. Из этого 
можно сделать вывод о том, что при дальнейших 
расчетах достаточно ограничиться шестью гар-
мониками при нахождении приближенного реше-
ния (6).

На рисунке 5 показана зависимость угла пово-
рота поперечного сечения упругой балки во время 
достижения твердым телом конца балки от безраз-
мерной скорости твердого тела.

По рисунку 5 можно сделать вывод о том, что 
с увеличением скорости твердого тела угол пово-
рота поперечного сечения правого конца балки 
будет уменьшаться. Таким образом, твердое тело, 
движущееся с большой скоростью по упругой 
балке, будет вылетать из нее под близким к нулю 
углом наклона к горизонту, что может иметь суще-
ственное прикладное значение.

Заключение. В работе рассмотрена задача ма-
тематического моделирования динамики системы 
«твердое тело — упругая балка» с учетом силово-
го взаимодействия указанных тел в единственной 
точке соприкосновения. Полученная система диф-
ференциальных уравнений с частными произво-
дными, описывающих изгиб упругой балки и ди-
намику твердого тела, во взаимосвязанной форме.

Предложена форма приближенного решения 
для функции прогиба упругой балки, используе-
мая в методе Бубнова–Галеркина для сведения за-
дачи к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений относительно весовых коэффициентов. 

По результатам численного интегрирования 
системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений получены формы прогиба упругой балки 
и  угла поперечного сечения балки при разных 

a						                  b

Рисунок 4 — Зависимость угла поворота поперечного сечения балки  (рад) в конечный момент времени при скорости 

твердого тела V = 30 м/с: a — m = 30 кг; b — m = 40 кг 

Figure 4 — Dependence of the rotation angle of the beam cross section  (rad) at the final moment of time at the velocity 

of the solid body V = 30 m/s: a — m = 30 kg; b — m = 40 kg

a						                  b
Рисунок 5 — Зависимость угла поворота поперечного сечения правого конца балки β(V*) в конечный момент времени 

от безразмерной скорости тела: a — m = 30 кг; b — m = 40 кг
Figure 5 — Dependence of the rotation angle of the cross section of the right end of the beam β(V*) at the final moment of time 

on the dimensionless velocity of the body: a — m = 30 kg; b — m = 40 kg
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массах твердого тела. Сделан вывод о том, что для 
получения высокой точности решения достаточно 
учитывать первые шесть гармоник приближенно-
го решения (6).

На основе результатов моделирования сделан 
вывод о том, что с увеличением скорости твердого 
тела угол поворота поперечного сечения правого 
конца балка будет уменьшаться. Таким образом, 
твердое тело, движущееся с большой скоростью 
по упругой балке, будет вылетать с нее под близ-
ким к нулю углом наклона к горизонту, что может 
иметь существенное прикладное значение.

Результаты работы могут быть использованы 
при проектировании новых робототехнических 
и авиационных систем.
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ДИНАМИКА, ПРОЧНОСТЬ МАШИН И КОНСТРУКЦИЙ

DYNAMICS OF A RIGID BODY MOVING ON AN ELASTIC BASE 
WITH A SINGLE POINT OF CONTACT

The paper considers the dynamics of a body moving along an elastic beam. The aim of the work is mathe-
matical modeling of the dynamics of the “solid body — elastic beam” system, taking into account the force 
interaction of these bodies at one point of contact. Based on the Euler–Bernoulli beam theory and general 
dynamics theorems, partial differential equations of motion of the “solid body — elastic beam” system are 
constructed. Using the Bubnov–Galerkin method, ordinary differential equations (ODEs) for the weight co-
efficients of the approximate solution of the partial differential equation are obtained. Based on the results 
of numerical integration of the ODE, the dependences of the deflection and the angle of rotation of the elas-
tic beam cross section on time are obtained. Unlike the previously used models, the developed model makes 
it possible to take into account the effect of the force action of a moving solid on the bending of the elastic 
beam. The results of the work can be used in the design and manufacture of new transport systems.

Keywords: dynamics, bending, elastic beam, Bubnov–Galerkin method, Euler–Bernoulli beam
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