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Введение. Современные изделия из компо-
зиционных материалов (КМ) могут подвергаться 
высокоинтенсивному как силовому [1–11], так 
и тепловому [2, 3, 11–14] нагружению, при кото-
ром они деформируются неупруго [2, 5, 6, 8, 10]. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ИЗГИБНОГО НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОГО 
ВЯЗКОУПРУГО-ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО ДИНАМИЧЕСКОГО 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ ПОЛОГИХ АРМИРОВАННЫХ ОБОЛОЧЕК. 
ЧАСТЬ 1. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД РЕШЕНИЯ

Сформулирована задача динамического неизотермического вязкоупруго-вязкопластического де-
формирования гибких армированных пологих оболочек и искривленных панелей. Волновые процессы 
и плохое сопротивление таких конструкций поперечному сдвигу моделируются в рамках неклассиче-
ской теории изгиба Амбарцумяна. Учитывается трансверсальное обжатие композитных оболочек. 
Температурное поле в поперечном направлении аппроксимируется полиномом высокого порядка. Ге-
ометрическая нелинейность моделируется в приближении Кармана. Вязкоупругое поведение компо-
нентов композиции описывается моделью тела Максвелла–Больцмана. Неупругое деформирование 
описывается соотношениями теории пластического течения с изотропным упрочнением, причем 
функции нагружения фазовых материалов зависят не только от параметра упрочнения и темпе-
ратуры, но и от интенсивности скоростей деформаций. Использованы структурные соотноше-
ния термомеханики композитов, учитывающие сложное напряженно-деформированное состояние 
(НДС) во всех фазовых материалах композиции. Эти структурные соотношения позволяют про-
водить расчеты температурных полей и НДС в пологих оболочках не только с традиционными 
«плоско»-перекрестными, но и с пространственными структурами армирования. Представлены 
приведенные двумерные уравнения теплофизической составляющей задачи, соответствующие 
полиномиальному разложению температуры в трансверсальном направлении тонкостенной ком-
позитной конструкции. При этом учитываются термические граничные условия общего вида на 
лицевых поверхностях пологой оболочки и термочувствительность материалов компонентов ее 
композиции. Для интегрирования поставленной нелинейной связанной задачи использована явная 
численная схема. Механическая составляющая динамической задачи интегрируется с применением 
схемы типа «крест» на трехточечном шаблоне по времени; теплофизическая составляющая — по 
явной схеме на двухточечном шаблоне по времени. Необходимым условием устойчивости численной 
схемы является ограничение Куранта на шаг по времени.
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Следовательно, актуальной является проблема 
моделирования термопластического поведения 
КМ-конструкций, которая на сегодняшний день 
находится в стадии становления [6–8, 10, 11, 15–
26]. Так, в работе [26] моделировалось неизотер-
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мическое вязкоупругопластическое деформирова-
ние армированных гибких пологих оболочек при 
их динамическом нагружении и было исследовано 
влияние как теплового отклика, так и наличия ста-
ционарного температурного поля немеханическо-
го происхождения на величину остаточного про-
гиба и остаточного деформированного состояния 
компонентов композиции цилиндрических искри-
вленных панелей.

Известно, что при динамическом нагружении 
пластические свойства многих материалов су-
щественно зависят не только от температуры [2, 
27], как и учитывалось в [26], но и от скорости их 
деформирования — вязкопластичности [18, 23, 
24, 27]. Согласно этому, в [23] была разработана 
модель вязкоупруго-вязкопластического дефор-
мирования изотропных пологих оболочек, однако 
температурный отклик в них не учитывался. В ра-
боте [24] была построена модель термовязкоупру-
го-вязкопластического деформирования изгибае-
мых армированных пластин при их динамическом 
нагружении. Там же было показано, что в тех 
случаях, когда отсутствуют интенсивные источ-
ники тепла немеханического происхождения, ме-
ханический отклик таких КМ-конструкций даже 
при пластическом деформировании компонентов 
их композиций можно рассчитывать, не учитывая 
возникающие при этом тепловые поля. Однако 
аналогичные исследования для пологих КМ-обо-
лочек из материалов, обладающих указанными 
выше свойствами, до настоящего времени не про-
водились.

Для моделирования волновых процессов 
в  динамически изгибаемых тонкостенных КМ-
конструкциях и для учета их ослабленного со-
противления поперечным сдвигам традиционно 
используют простейшие неклассические теории 
Рейсснера–Тимошенко [4, 6, 9, 10, 28], Амбарцу-
мяна [1, 23, 24, 26], Редди [13]; реже применяют 
теории более высоких порядков точности [6, 9, 
12], базирующиеся, как правило, на кинематиче-
ской гипотезе ломаной линии.

Нелинейные динамические задачи изгиба тон-
костенных элементов конструкций интегрируют 
в основном численно, применяя при этом как яв-
ные [6, 23, 24, 26], так и неявные [8] схемы шагов 
по времени.

Согласно всему вышеизложенному, в данной 
работе моделируется неизотермическая вязко
упруго-вязкопластическая динамика пологих ар-
мированных оболочек при использовании теории 
изгиба Амбарцумяна [1]. Численное решение 
соответствующей связанной нелинейной термо-
механической задачи строится с использованием 
явной схемы [6, 23, 24, 26].

Исходные предпосылки и формулировка 
задачи. Рассматривается пологая оболочка тол-
щиной 2h (рисунок 1), с которой связана ортогональ-
ная глобальная система координат xi (i = ) так, что 
срединная поверхность (x3 = 0) является отсчетной 
(|x3| ≤ h), а координатные линии x1 и x2 совпадают 
с ее линиями главной кривизны. Панель усилена 
K семействами волокон с интенсивностями арми-
рования ωk (1 ≤ k ≤ K ). В поперечном направлении 
x3 структура армирования (которая может быть 
и пространственной [3]) квазиоднородна. Так, на 
рисунке 1  а изображена традиционная ортого-
нальная 2D-структура (K = 2) [2, 3, 5], а на рисун-
ке 1 b — пространственная 4D-структура (K = 4) 
[3]. На рисунке 1 искривленность элемента поло-
гой КМ-оболочки не отражена в силу ее малости.

С каждым k-м семейством волокон свяжем 
свою ортогональную локальную систему коорди-
нат xi

(k) таким образом, чтобы ось x1
(k) была направ-

лена вдоль касательной к траектории армирова-
ния. Ориентация этой оси в пространстве Ox1x2x3 
задается двумя углами сферической системы ко-
ординат θk и φk (рисунок 2). Направляющие ко-
синусы lij

(k) локальных осей xi
(k) относительно гло-

бальных осей xj (i, j = ) определяются через θk 
и φk (1 ≤ k ≤ K) по формулам (2.19) из [24].

Предполагаем, что внешние нагрузки, каса-
тельно распределенные по лицевым поверхностям 
КМ-панели, можно традиционно не учитывать, 

a						      b

Рисунок 1 — Элемент пологой оболочки: a — с ортогональной 2D-структурой армирования; b — с пространственной 
4D-структурой армирования

Figure 1 — Shallow shell element: a — with orthogonal 2D reinforcement structure; b — with spatial 4D reinforcement structure
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а  структуры армирования обладают зеркальной 
симметрией относительно плоскостей, касательных 
к эквидистантным поверхностям x3 = const, в част-
ности и к отсчетной поверхности Ox1x2 [24, 26]. Так, 
структуры, представленные на рисунке 1, заведомо 
удовлетворяют последнему требованию. При вы-
полнении этих условий перемещения точек гибкой 
искривленной КМ-панели Ui и осредненные дефор-
мации ее композиции εij в рамках теории изгиба Ам-
барцумяна имеют следующие выражения [1, 26]:

где w — прогиб; ui — тангенциальные переме-
щения точек отсчетной поверхности (x3 = 0) в на-
правлениях xi; ε0

i3 — деформации трансверсальных 
сдвигов в точках той же поверхности; Ri — глав-
ные радиусы кривизны срединной поверхности; 
t0 — начальный момент времени t; ∂i — оператор 
частного дифференцирования по переменной xi 
(i = 1, 2); δij — символ Кронекера; Ω — область, 
занимаемая конструкцией в плане. В соотноше-
ниях (1) и (2) неизвестными являются двумерные 
нестационарные функции w, ui и ε0

i3 (i = 1, 2).
Материалы компонентов композиции изотроп-

ны; вязкоупругое поведение их описывается урав-
нениями модели Максвелла–Больцмана, а вязко-
пластическое деформирование — соотношениями 

(1)

(2)

теории течения с изотропным упрочнением. При 
этом функции нагружения фаз композиции зави-
сят не только от параметров их упрочнения и тем-
пературы, но и от скорости деформирования. Со-
гласно этому, в произвольный момент времени  t 
определяющие уравнения, связывающие между 
собой скорости осредненных деформаций ε·ij и ско-
рости осредненных напряжений σ·ij в композиции 
с температурой Θ в ней, можно представить в сле-
дующей матричной форме [24]:

где

6×6-матрица B = (bij) и шестикомпонентный век-
тор-столбец p = (pi) определяются по структурным 
формулам (2.16)–(2.19) из [24]; индекс T означает 
операцию транспонирования; точка над симво-
лом — частную производную по времени t. Эле-
менты bij и pi (i, j = ) матрицы B и вектора p 
зависят от структуры армирования (плотностей ωk 
и углов θk, φk, 1 ≤ k ≤ K), от физико-механических 
параметров материалов композиции и их текуще-
го термомеханического состояния.

Так как в данной работе моделируется динами-
ческое поведение пологой КМ-оболочки как гибкой 
тонкостенной механической системы, нормальное 
напряжение σ33(t, r) с приемлемой для практиче-
ских приложений точностью в трансверсальном 
направлении x3 можно аппроксимировать так [4]:

где  — известные из сило-
вых граничных условий напряжения на верхней 
(+) и нижней (–) лицевых поверхностях искри-
вленной панели.

Исходя из структуры вектор-столбцов σ· и ε· 
(см. соотношения (4)), из третьего равенства си-
стемы уравнений (3) выразим скорость линейной 
деформации в поперечном направлении тонко-
стенной конструкции:

где скорость напряжения σ·33 можно заранее вы-
числить, дифференцируя (5) по времени t. Скоро-
сти же деформаций ε·ij в правой части равенства 
(6) получаются дифференцированием по t кинема-
тических соотношений (2), т.  е. они выражаются 
через подлежащие определению функции w, w·, u·l 
и  (l = 1, 2).

(3)

(4)

(5)

(6)

Рисунок 2 — Взаимная ориентация локальной (связанной 
с арматурой k-го семейства) и глобальной систем координат

Figure 2 — Mutual orientation of the local (associated with 
the reinforcement of the k-th family) and global coordinate systems
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К приведенным выше равенствам необходимо 
добавить уравнения динамического равновесия 
гибкой пологой оболочки [1]; их конечно-разност-
ные по времени t аналоги будут приведены ниже.

Как и в работах [24, 26], температуру Θ в транс
версальном направлении пологой оболочки ап-
проксимируем полиномом L-го порядка:

где Θl (0 ≤ l ≤ L) — искомые двумерные нестацио-
нарные функции; Θ0 = const — температура естес
твенного состояния КМ-конструкции.

Для окончательного замыкания рассматри-
ваемой связной задачи неизотермического вязко
упруго-вязкопластического деформирования ис-
кривленной КМ-панели к соотношениям (1)–(7) 
следует присоединить уравнение нестационарной 
теплопроводности [24, 26]. Конечно-разностные 
по времени t аналоги приведенных двумерных не-
стационарных уравнений теплового баланса для 
коэффициентов Θl(t, x) (0 ≤ l ≤ L) в разложении (7) 
будут приведены ниже. Кроме того, на кромках 
оболочки нужно задать как механические [1], 
так и тепловые [24, 26] граничные условия, а при 
t = t0 — начальные условия [1, 26].

Численный метод решения. Основываясь 
на результатах работ [24, 26], для построения ре-
шения сформулированной связанной нелинейной 
(как физически, так и геометрически) термомеха-
нической задачи используем явную схему числен-
ного интегрирования, т.  е. неизвестные функции 
будем определять лишь в дискретные моменты 
времени t = tn (n = 0, 1, 2, …). При этом предпола-
гаем, что при t = tm уже известны значения следу-
ющих функций [24, 26]:

(7)

(8)

где

U — удельная внутренняя энергия композиции 
оболочки; σij

(k), εij
(k), pij

(k) — напряжения, полные 
и  пластические деформации в k-й фазе компо-
зиции (k = 0 — связующая матрица; k ≥ 1 — ар-
матура k-го семейства); χk — параметр Одквиста 
(упрочнения) в том же материале; qi — компонен-
ты осредненного теплового потока в композиции; 
q∞

(±) — заданные тепловые потоки через нижнюю 
(–) и верхнюю (+) лицевые поверхности КМ-пане-
ли; γl — введенные для удобства новые кинемати-
ческие переменные.

В механической составляющей рассматривае-
мой задачи производные по времени заменим их 
центральными конечными разностями на трехто-
чечном шаблоне {tn–1, tn, tn+1}. Это позволяет раз-
работать явную схему шагов по времени [24, 26]. 
После замены в уравнениях динамического рав-
новесия гибкой пологой оболочки вторых произ-
водных по t от функций w, ui и γi их конечными 
разностями, учитывая при этом (1), (5), (9) и обо-
значения, аналогичные (8), получим дискретизи-
рованные по t уравнения движения [26]:

где

ρk — объемная плотность материала k-й фазы ком-
позиции; τ = const > 0 — заданный шаг по времени 

(9)

(10)

(11)
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(tn+1 = tn + τ). Внешними массовыми силами в ра-
венствах (10) пренебрегли. Осредненные напря-
жения σij и деформации εij в композиции панели 
связаны с напряжениями σij

(k) и деформациями εij
(k) 

(i, j = , 0 ≤ k ≤ K) в субструктурных элементах 
композиции соотношениями, приведенными в (9).

Используя предположения (8) и выражения (11), 
в текущий дискретный момент времени tn можно 
определить все внутренние силовые факторы Fij, Fi3 
и Mij в КМ-панели, которые входят в правые части 
уравнений (10). Следовательно, из этих равенств, 
учитывая соответствующие начальные (заданные 
при t = t0) и граничные условия [1], по явной схе-
ме можно вычислить значения искомых функций 

 при t = tn+1, а затем на основании первого  
 
соотношения (9) — и деформации  (i = 1, 2).

Для интегрирования теплофизической состав-
ляющей связанной задачи термопластичности 
также используем явную схему шагов по време-
ни  t, но на двухточечном шаблоне {tn, tn+1}. При-
веденные двумерные нестационарные уравнения 
теплопроводности после их дискретизации по 
времени с учетом соотношений (7), (9) и обозна-
чений, подобных (8), примут вид [24, 26]:

где

(12)

(13)

(14)

(15)

λ33 — коэффициент теплопроводности КМ в по-
перечном направлении панели x3, рассчитанный 
по структурным формулам из [29]; α(±) — коэф-
фициент теплоотдачи на нижней (–) и верхней (+) 
лицевых поверхностях оболочки; Θ∞

(±) — заданные 
температуры окружающей среды со стороны тех 
же поверхностей; cl

(k) — экспериментально полу-
ченные коэффициенты квадратичной аппроксима-
ции по температуре Θ удельной теплоемкости ck 
k-й фазы композиции (случай термочувствитель-
ности):

Соотношения (13) представляют собой терми-
ческие граничные условия на лицевых поверхно-
стях тонкостенной КМ-конструкции, преобразо-
ванные с учетом аппроксимации температуры (7). 
Равенства же (14) выражают двумерные нестацио-
нарные функции U (m) (см. (9)) через коэффициенты 
разложения (7) с учетом формулы (16). Уравнения 
(13) и (14) выполняются в любой момент времени, 
а не только при дискретных значениях t = tn.

По формулам (15), учитывая предположе-
ния (8), в рассматриваемый момент времени tn мож-
но определить правые части в дискретизированных 
двумерных уравнениях (12). Затем, используя те-
пловые начальные и граничные условия, которые 
задаются на контуре Г, ограничивающем область Ω, 
из соотношений (12) по явной численной схеме  
 
можно получить функции  в  следующий мо-
мент времени tn+1. Поскольку правые части в (13) 
и (14) при t = tn+1 уже известны, учитывая выраже-
ния (15), из равенств (13) и (14) можно вычислить 
 
и коэффициенты разложения температуры , 
0 ≤ l ≤ L (см. (7)). При учете термочувствительности 
материалов композиции (если в (16) коэффициенты 
c1

(k) ≠ 0 и/или c2
(k) ≠ 0, 0 ≤ k ≤ K) система уравнений 

(13) и (14) является нелинейной, поэтому для ее 
решения необходимо организовать итерационный 
процесс, например аналогичный методу перемен-
ных параметров упругости [24, 26]. В остальном 
предложенная явная схема (10) и (12) с учетом ра-
венств (2), (6), (11), (15) и структурных формул, 
полученных в [24, 29], реализуется совершенно так 
же, как и в [24, 26], где показано, что шаг интегри-
рования τ в равенствах (10) и (12) следует задавать 
так, чтобы выполнялись необходимые условия 
устойчивости Куранта–Фридрихса–Леви [6].

Заключение. Поставлена задача, описывающая 
неупругое термомеханическое поведение изгибае-
мых армированных пологих оболочек и искривлен-

(16)
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ных панелей при их динамическом нагружении. 
Для моделирования волновых процессов и осла-
бленного сопротивления таких КМ-конструкций 
поперечному сдвигу использована традиционная 
неклассическая теория Амбарцумяна [1]. При этом 
учитывается геометрическая нелинейность в при-
ближении Кармана, а также обжатие оболочек 
в трансверсальном направлении.

Вязкоупругое деформирование фаз компози-
ции характеризуется определяющими соотноше-
ниями модели тела Максвелла–Больцмана [24]. 
Неупругое же деформирование этих материалов 
описывается уравнениями теории пластическо-
го течения с изотропным упрочнением; функции 
нагружения компонентов композиции, которые 
являются обобщением условия текучести Мизеса, 
зависят от параметра упрочнения (параметра Од-
квиста), температуры и интенсивности скоростей 
деформаций. Во всех фазовых материалах учиты-
вается сложное НДС.

В отличие от традиционных подходов, ис-
пользующих квадратичное приближение темпе-
ратуры в поперечном направлении тонкостенных 
конструкций (что приемлемо в случаях квазиста-
тического их нагружения [1, 10, 13]), в настоящей 
работе температура в трансверсальном направле-
нии оболочек и панелей аппроксимирована поли-
номами более высоких порядков. В механической 
и теплофизической составляющих рассматривае-
мой связанной задачи определяющие уравнения 
для композиции получены на основе структурных 
формул из [24, 29], позволяющих проводить рас-
четы не только в случаях плоско-перекрестных 
(см. рисунок 1  a), но и для пространственных 
(см. рисунок 1  b) структур армирования. Пред-
ставлены двумерные уравнения нестационарной 
теплопроводности, соответствующие полиноми-
альному разложению температуры в поперечном 
направлении тонкостенной КМ-конструкции.

Разработана явная численная схема интегри-
рования сформулированной нелинейной термоме-
ханической задачи. Для механической составля-
ющей этой задачи использована явная схема типа 
«крест» на трехточечном шаблоне по времени, 
а  для теплофизической составляющей — явная 
схема с шагом вперед. Необходимым условием 
устойчивости используемой численной схемы яв-
ляется условие Куранта [6].

Работа выполнена в рамках государственного 
задания (№ госрегистрации 124021400036-7).
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MODELING OF BENDING NON-ISOTHERMAL VISCOELASTIC-
VISCOPLASTIC DYNAMIC DEFORMATION OF SHALLOW REINFORCED 
SHELLS. PART 1. PROBLEM FORMULATION AND SOLUTION METHOD

The problem of dynamic non-isothermal viscoelastic-viscoplastic deformation of flexible reinforced shallow 
shells and curved panels is formulated. Wave processes and poor resistance of such structures to transverse 
shear are modeled in terms of Ambartsumian’s non-classical bending theory. Transverse compression of 
composite shells is taken into account. The temperature field in the transverse direction is approximated by 
a high order polynomial. The geometric nonlinearity is taken into account in the Karman approximation. 
The viscoelastic behavior of the composition components is described by the Maxwell–Boltzmann body 
model. Inelastic deformation is described by the relations of the theory of plastic flow with isotropic 
hardening, and the loading functions of phase materials depend not only on the hardening parameter and 
temperature, but also on the intensity of the strains speed. Structural relationships of thermomechanics 
of composites are used, taking into account the complex stress-strain state (SSS) in all phase materials of 
the composition. These structural relationships make it possible to calculate the temperature fields and SSS 
in shallow shells not only with traditional “flat”-criss-cross, but also with spatial reinforcement structures. 
The reduced two-dimensional equations of the thermophysical component of the problem are written out, 
corresponding to the polynomial expansion of the temperature in the transverse direction of a thin-walled 
composite structure. In this case, the thermal boundary conditions of the general type on the front surfaces 
of the shallow shell and the thermal sensitivity of the materials of the components of its composition are 
taken into account. An explicit numerical scheme is used to integrate the formulated nonlinear coupled 
problem. The mechanical component of the dynamic problem is integrated using a “cross” type scheme on 
a three-point template in time; the thermal-physical component is integrated using an explicit scheme on 
a two-point template in time. A necessary condition for the stability of the numerical scheme is the Courant 
limitation on the time step.

Keywords: shallow shells, curved panels, reinforcement, coupled thermomechanical problem, viscoelastic-
viscoplasticity, inelastic dynamics, Ambartsumian’s bending theory, residual state, numerical solution, 
explicit time stepping scheme
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