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Введение. Повсеместное применение дета-
лей, выполненных из композиционных матери-
алов, служит основанием для создания расчет-
ных математических моделей квазистатического 
и динамического деформирования неоднородных 
тел. Монография [1] содержит полное и подроб-
ное описание различных теорий, аналитических 
решений и конечно-элементных моделей много-
слойных композитных пластин и оболочек. В ней 
отражены достижения в области моделирования 
материалов в целом и композитных материалов 
и  конструкций в частности. Монографии [2–4] 
посвящены исследованию температурных дефор-
маций и напряжений в стержнях, пластинах и обо-
лочках, рассмотрению конкретных прикладных 
задач механики твердого тела. 

Постановки и решения краевых и началь-
но-краевых задач для упругих и неупругих сло-
истых элементов конструкций, учитывающих 
воздействие внешней среды, предложены в мо-
нографиях [5–10]. Кинематические гипотезы, как 
правило, предполагают выполнение гипотезы Ти-

мошенко в заполнителе, деформирование тонких, 
но достаточно жестких несущих слоев, подчиня-
ется гипотезам Бернулли. 

Свободные колебания упругих слоистых ба-
лок, пластин и цилиндрических оболочек рассмо-
трены в работах [11–15]. Получены аналитические 
решения соответствующих начально-краевых за-
дач, численно исследована зависимость собствен-
ных частот от толщин и упругих параметров ма-
териалов слоев. Резонансные режимы колебаний 
трехслойных цилиндрических оболочек моде-
лировались в статьях [16–18]. Динамическое де-
формирование неоднородных тел под действием 
нестационарных нагрузок рассматривалось в  ра-
ботах [19–21].

Публикации [22–25] посвящены анализу дина-
мического поведения трехслойных и композитных 
пластин. Геометрические гипотезы соответствуют 
ломаной линии, заполнители приняты легкими, 
т.  е. в них не учитывается работа касательных 
напряжений. Аналитические решения, описыва-
ющие собственные и вынужденные колебания, 
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отклик на нестационарные нагружения, получены 
в виде разложения искомых перемещений в  ряд 
по системам собственных функций. В статьях 
[26–31] исследуется влияние упругого основания 
Винклера и Пастернака на частоты и формы коле-
баний композитных балок и пластин, учитывается 
его жесткостные и демпфирующие свойства. Про-
ведена численная апробация полученных анали-
тических решений.  

Алгоритмы роста повреждений в многослой-
ных композитах при статических нагрузках ис-
следованы в [32]. Показано, что разрушение ком-
позита с поперечным армированием наблюдается 
между волокнами.

В работах [33–36] исследован изгиб трехслой-
ных круговых и кольцевых пластин, связанных 
с упругими основаниями Винклера и Пастернака. 
Аналитические решения краевых задач учитыва-
ют сдвиговые свойства и обжатие упругих основа-
ний. Воздействие стационарного температурного 
поля на деформирование трехслойных стержней 
и пластин рассмотрено в статьях [37–39].

Здесь предложена новая постановка и реше-
ние задачи о собственных колебаниях пятислой-
ного стержня, симметричного по толщине. 

Постановка задачи. Решение проводится 
в декартовой системе координат, связанной со сре-
динной плоскостью внутреннего несущего слоя 
толщиной 2h1 (рисунок 1). 

Для тонких жестких несущих слоев 1, 2, 4 
принимаются гипотезы Бернулли, в соответствии 
с которыми поперечные сечения слоев остаются 
плоскими и нормальными деформированной осе-
вой линии после приложения нагрузки. В срав-
нительно толстых заполнителях 3, 5 справедлива 
гипотеза Тимошенко: поперечные сечения после 
приложения нагрузки остаются плоскими, несжи-
маемыми по толщине, но поворачиваются на до-
полнительный угол ψ(x, t). Искомыми функциями 
являются прогиб стержня w(x, t) и относительный 
сдвиг ψ(x, t). Нагрузка q(x, t) предполагается рас-
пределенной по верхней плоскости стержня.

Выражения продольных перемещений u x
(k) 

(k = 1, 2, 3, 4, 5 — номер слоя) через прогиб и от-
носительный сдвиг:

(1)

где z — координата точки в поперечном сечении 
стержня; запятая в нижнем индексе обозначает 
производную по следующей за ней координате х; 
толщины слоев h2 = h4, h3 = h5 = c.

Используя соотношения Коши [6], из переме-
щений (1) получим продольные деформации. По-
сле этого напряжения следуют из закона Гука:

где s(k)
xx, s(3)

xz, s(5)
xz — компоненты девиатора тензора 

 
напряжений;  — среднее напряжение; 

э(k)
xx, э(3)

xz, э(5)
xz — девиатор тензора деформаций; 

 
 — средняя деформация; Gk, Kk — моду-

ли сдвига и объемного деформирования.
Для получения уравнений колебаний рассма-

триваемого стержня применим вариационный 
принцип Лагранжа:

δA = δW,

где δA — виртуальная работа внешней нагрузки, 
включая силы инерции M0ẅ, δW — вариация рабо-
ты внутренних усилий:

где M0 = 2ρ1h1 + 2ρ2h2 + 2ρ3c; ρk — плотность мате-
риала k-го слоя.

Отметим, работа касательных напряжений 
в  (5) не учитывается из-за их малости в легком 
заполнителе. После подстановки работ (5) в урав-
нение (4) и некоторых преобразований получим 
уравнения движения в перемещениях:

где аi — коэффициенты:

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Рисунок 1 — Расчетная схема пятислойного стержня
Figure 1 — Calculation diagram of the five-layer rod
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В начальный момент времени прогиб w0(x) 
стержня и его производная ẇ0(x) по времени (ско-
рость) считаются заданными:

В качестве граничных условий принимаются 
условия жесткой заделки торцов стержня x = 0; l:

Собственные колебания. Соответствующая 
система дифференциальных уравнений следует 
из (6) при нагрузке q = 0. Проведя необходимые 
преобразования, получим отдельное уравнение 
для прогиба и выражение относительного сдвига 
через производную от прогиба:

Предполагается, что все частицы стержня 
колеблются синфазно. Поэтому прогиб стержня 
принимается как произведение искомой коорди-
натной функции ν(x) на гармоническую функцию 
времени:

где A, B — константы интегрирования, определяе-
мые из начальных условий (7).

Поперечное ускорение:

Подставим (10), (11) во второе уравнение си-
стемы (9) и вынесем функцию времени за скобки. 
Чтобы дифференциальное уравнение выполня-
лось в любой момент времени, нужно полученное 
выражение в скобках приравнять нулю. В резуль-
тате получим дифференциальное уравнение для 
определения координатной функции ν(x):

v,xxxx – β4v = 0,

 
где  причем a4a1 – a2

2 > 0.

Следовательно, параметр β будет собственным 
числом дифференциального оператора четвертого 
порядка в (12), а v(x) — его собственной функци-
ей. Поэтому решение уравнения (12) следующее:

где С1, …, С4 — константы интегрирования, опре-
деляемые из граничных условий.

Потребовав выполнение граничных условий 
w(0, t) = 0, w,x(0, t) = 0 для прогиба (10) с учетом 
функции (13), получим С3 = –С1, С4 = –С2. Исполь-
зуя эти соотношения, из остальных граничных 

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

условий имеем два алгебраических уравнения для 
определения С1 и С2:

Чтобы однородная система алгебраических 
уравнений (14) имела ненулевое решение, необхо-
димо чтобы ее определитель равнялся нулю. Вы-
полнение этого требования позволяет получить 
трансцендентное уравнение для вычисления соб-
ственных чисел:

Уравнению (15) будет удовлетворять счетное 
количество собственных чисел βn (n = 0, 1, 2, …). 
Частоты собственных колебаний определяются по 
формуле, следующей из (12):

Константы интегрирования С1n и С2n будут раз-
личаться для каждой собственной частоты ωn. Их 
связь получим из первого уравнения (14):

C2n = –C1nSn, 

 
где 

В общем случае для описания прогиба пяти
слойного стержня вводится система собственных 
ортонормированных функций vn ≡ v(βn, x):

где dn — нормировочный коэффициент:

В результате искомый прогиб определяется рядом

Для относительного сдвига выражение следу-
ет из первого уравнения системы (9). Входящие 
в него константы интегрирования C5 = C6 = 0, из 
граничных условий на торцах ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0. 
В результате

где

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)
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Используя ортонормированность собственных 
функций (18), из начальных условий (7) получим 
константы интегрирования An, Bn:

Для пятислойного стержня, набранного из ба-
зовых материалов Д16-Т – фторопласт-4 – Д16-Т – 
фторопласт-4 – Д16-Т, получены первые 14 соб-
ственных чисел βn и соответствующие им частоты 
колебаний ωn (l = 1). Они вычислены по формуле 
(16) и приведены в таблице. Упругие характери-
стики этих и других используемых материалов 
в МПа: Д16-Т — K = 0,9214ּּ 105, G = 0,2671ּּ 105; 
фторопласт-4 — K = 4700, G = 90. Толщины слоев, 
отнесенные к длине стержня, h1 = 0,01; h2 = 0,01, 
c = 0,05. Собственные числа распределены на от-
резке [0, 50] достаточно равномерно.

На рисунке 2 показана зависимость первых 
трех частот основного тона рассматриваемого ба-
зового стержня от толщины центрального слоя h 
(см. рисунок 2 a) и заполнителя c (см. рисунок 2 b). 
С ростом толщины центрального несущего слоя 
частоты нелинейно возрастают за счет увеличе-
ния жесткости стержня. При увеличении толщи-
ны жестких заполнителей частоты уменьшаются 
за счет роста общей массы стержня. 

Собственные колебания за счет начально-
го прогиба. Пусть начальные прогиб и скорость 
стержня заданы:

Тогда, в соответствии с (21), константы инте-
грирования будут

(21)

(22)

Вычислим интегралы, входящие в выражение 
для An. Интегралы, образованные произведением 
координаты x на гиперболические и тригономе-
трические функции, имеют вид:

Интегралы, образованные произведением x2 
на указанные функции, получим, используя (23):

(23)

Номер n βn ωn, с–1

0 4,730 447,7
1 7,853 1233,9
2 10,995 2419,1
3 14,137 3998,9
4 17,279 5973,6
5 20,420 8343,3
6 23,562 11 107,9
7 26,704 14 267,6
8 29,845 17 822,2
9 32,987 21 771,7
10 36,128 26 116,1
11 42,412 35 989,9
12 45,553 41 519,2
13 48,695 41 519,2

Таблица — Собственные числа и частоты пятислойного стержня
Table — Eigenvalues and frequencies of the five-layer rod

a

b
Рисунок 2 — Зависимость частот ωn от толщины: а — слоя h1; 

b — заполнителей с; 1 — ω0; 2 — ω1; 3 — ω2
Figure 2 — Dependence of frequencies ωn on thickness of: 

a — layer h1; b — fillers c; 1 — ω0; 2 — ω1; 3 — ω2
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В результате константа интегрирования при 
начальном прогибе (22) с учетом интегралов (23), 
(24) равна:

Следовательно, прогиб и относительный 
сдвиг в исследуемом пятислойном стержне при 
начальном прогибе (22) вычисляются из (19), (20) 
с учетом (25):

(24)

(25)

Таким образом, колебания рассматриваемого 
пятислойного стержня, вызванные начальным про-
гибом, описываются суперпозицией бесконечного 
счетного количества мод (26) — прогибов, соответ-
ствующих определенной собственной частоте.

На рисунке 3 показаны четные и нечетные моды 
колебаний. Нумерация кривых соответствует номеру 
собственной частоты. Моменты времени для каждой 
составляющей выбраны так, чтобы функция време-
ни была максимальной, т. е. cos(ωntn) = 1. Результа-
ты показывают, что четные моды на пять порядков 
больше нечетных, причем мода, соответствующая 
ω0, резко превалирует над остальными. 

Сходимость ряда (28) иллюстрирует рису-
нок 4. На нем показан прогиб в момент t = π / ω0 
в зависимости от количества суммируемых чле-
нов ряда N. Дальнейшее увеличение количества 
членов ряда практически не влияет на величину 
и форму прогиба.

Следовательно, при вычислении величины пе-
ремещений точек рассматриваемого пятислойного 
стержня достаточно использовать первые десять 
членов ряда.

Выводы. Предложенная механико-математи-
ческая модель пятислойных, симметричных по 
толщине стержней позволяет исследовать их соб-
ственные частоты и моды колебаний. Численные 
результаты позволили оценить количество членов 
ряда при вычислении перемещений. 

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке ГПНИ «Конвергенция-2025».

(26)

a

b

Рисунок 3 — Прогиб: а — четные моды; b — нечетные
Figure 3 — Deflection: a — even modes; b — odd modes

Рисунок 4 — Прогиб в момент t = π / ω0 в зависимости 
от количества суммируемых членов ряда N: 1 — N = 1 (n = 0); 

2 — N = 3 (n = 0, … 2); 3 — N = 5 (n = 0, … 4); 4 — N = 11 (n = 0, … 10)
Figure 4 — Deflection at the moment t = π / ω0 depending on 

the number of summarized members of the series N: 
1 — N = 1 (n = 0); 2 — N = 3 (n = 0, … 2); 3 — N = 5 (n = 0, … 4); 

4 — N = 11 (n = 0, … 10)
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NATURAL OSCILLATIONS OF THE FIVE-LAYER ROD CAUSED 
BY THE INITIAL DEFLECTION 

The problem of natural oscillations of a five-layer rod symmetrical in thickness, resulting from the initial 
deflection, is considered. The three load-bearing layers are assumed to be thin and high-strength. Ber-
noulli’s hypotheses are accepted for them. In two relatively thick, light fillers, the Timoshenko hypothesis 
is fulfilled, i. e. a displacement in the filler is taken into account. The system of differential equations of 
natural oscillations is obtained by the variational method, taking into account the transverse inertia forces. 
For the rod that is symmetrical in thickness, the system is reduced to two partial differential equations with 
respect to deflection and relative displacement in the fillers. The analytical solution of the corresponding 
initial boundary value problem is obtained by decomposing the desired displacements into a series ac-
cording to the constructed system of eigenfunctions. An algebraic equation for determining eigenvalues is 
given. Graphs of the dependence of the first three frequencies on the thickness of the central bearing layer 
and fillers are presented. An example of the occurrence of natural oscillations due to the initial deflection 
is considered. A numerical analysis of the obtained solutions is carried out. 

Keywords: symmetrical five-layer rod, initial deflection, analytical solution, eigenvalues and frequencies, 
numerical results
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