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Введение. Имеется множество научных иссле-
дований, которые посвящены пассивной баланси-
ровке с помощью подвижных масс. Подробному 
анализу современного состояния теории гибких 
валов и динамике ротора с автобалансировочным 
устройством (АБУ) посвящены работы Дж. Джен-
та [1], Т. Ямомото [2], А.Н. Никифорова [3]. Осо-
бенностью пассивной балансировки является то, 
что в зависимости от угловой скорости ротора 
подвижные массы занимают определенное по-
ложение, балансируя его. При этом, в зависимо-
сти от конструкции АБУ, необходимые условия 
стационарного движения сводятся к решению 
трансцендентных уравнений и не всегда удается 
аналитически определить положение балансиро-
вочных шариков и отклонение центра масс ро-
тора. В работах В.Г. Быкова [4–7] рассмотрены 
вопросы динамики статически и динамически 
несбалансированного ротора, установленного на 
гибком валу с шаровым АБУ с учетом погрешно-
сти (эксцентриситета) при установке. При этом 
беговые дорожки представляют собой круговую 
или эллиптическую траекторию. В рамках модели 
Джеффкотта получены уравнения движения в ла-
гранжевых переменных. В системе координат, свя-
занной с вращающимся ротором найдены условия 
стационарности движения, а также проделан ана-
лиз полученных условий. При конкретных значе-
ниях параметров системы численным методом по-
лучены графики изменения амплитуды колебаний 
ротора при прохождении его через критическую 
скорость при постоянном значении углового уско-

рения, а также момента. Необходимо отметить 
работу А.Е. Мельникова [8], где рассматривается 
движение ротора в виде диска, несимметрично 
установленного на упругий вал с распределенной 
массой. Используя собственные формы колеба-
ний, соответствующие шарнирным закреплениям, 
в лагранжевых координатах получены уравнения 
движения, а также проделан анализ уравнения, со-
ответствующего стационарным движениям. Опре-
делены амплитудно-частотные характеристики 
точки закрепления ротора, проделаны численные 
расчеты и анализ полученных результатов относи-
тельно модели невесомого вала.

В работе И.А. Пасынкова [9] исследован во-
прос влияния движения корпуса системы «кор-
пус — вал» на прецессионное движение ротора, 
установленного на линейно-упругом валу внутри 
корпуса. С учетом статического и динамического 
эксцентриситета ротора (дисбаланса) составлены 
уравнения движения. Из системы уравнений по-
лучены условия существования цилиндрической, 
конической и гиперболоидной прецессии. Опреде-
лению структуры дифференциальных уравнений 
движения и анализу процесса уравновешивания 
роторной машины с автобалансирами посвящены 
работы А.Н. Горбенко [10].

В работе А.В. Кадырбекулы [11] рассматри-
вается проблема возникновения самовозбужда-
ющихся колебаний вертикально установленного 
ротора на подшипниках скольжения с учетом слоя 
смазки. При этом силовые факторы между рото-
ром и подшипником учтены согласно гипотезе 
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Зоммерфельда. Полученные нелинейные уравне-
ния при конкретных значениях параметров систе-
мы решаются численным методом. Установлено, 
что ротор на подшипниках скольжения обладает 
свойством подавления устойчивых периодических 
колебаний, а также определены типы колебаний.

К построению асимптотических решений 
с применением методов усреднения относится ра-
бота K. Олсона [12], где с помощью метода усред-
нения по времени получены асимптотические 
решения ряда проблем. Также рассматривается 
движение ротора с анизотропными подшипника-
ми и демпфированием. Получены условия для воз-
можной балансировки ротора с учетом моментов 
инерции балансировочной системы и рассмотре-
ны возможности использования двух плоскостей 
балансировки для статической и динамической 
балансировки.

В работе Н.Н. Зайцева [13] предлагается ма-
тематическая модель однодискового ротора с АБУ, 
учитывающая изменение угловой скорости рото-
ра. В частном случае автобалансира с двумя ша-
рами предлагается вычислительная модель в виде 
дифференциальных уравнений и приводятся ре-
зультаты численного моделирования различных 
режимов вращения. В случае анизотропного ро-
тора найдены соответствующие два максимума 
амплитуды прогиба. Проделан силовой анализ 
однодискового ротора с многорядным АБУ, при 
этом движение шаров по беговой линии опре-
деляется внешними демпфирующими силами, 
силами инерции и силами трения, а также экс-
центриситетом АБУ. Основным свойствам АБУ 
и предъявляемым к ним требованиям посвящены 
работы Ф.М. Диментберга, А.С. Кельзона [14, 15], 
где подробно описаны проблемы, возникающие 
в динамике ротора, а также требования к балан-
сировочным устройствам. Подробно изучены до-
стоинства и недостатки существующих активных 
и пассивных балансировочных систем, таких как 
шаровые, кольцевые, маятниковые, жидкостные, 
изложены основы динамики вращающих гибких 
валов с одним и несколькими дисками с различ-
ными точками подвеса, а также некоторые вопро-
сы влияния видов опор на динамику ротора. Ос-
новополагающие результаты динамики жесткого 
ротора на различных упругих опорах рассмотрены 
в работе [16], где составлены уравнения движения 
ротора с учетом особенностей опоры во вращаю-
щейся системе координат вместе с ротором, а так-
же изучен вопрос устойчивости движения. Проа-
нализированы полученные достаточные условия 
устойчивости.

Математическая модель. Представлена мо-
дель ротора в виде абсолютно твердого цилиндра, 
закрепленного по вертикальной продольной оси 
с помощью упругого вала на двух опорах. В каче-
стве математической модели принимается модель, 
рассмотренная в работах [4–7], с дополнением, 

что круговые беговые линии (трубки) могут со-
вершать вращательное движение вокруг одной 
определенной горизонтальной оси, что позволяет 
в частном случае исследовать влияние угловой по-
грешности АБУ при установке. При этом предпо-
лагается, что ротор представляет собой цилиндр 
небольшой высоты и совершает плоское движе-
ние (в рамках модели Джеффкотта) (рисунок).

Для определения положения системы введем 
неподвижную систему координат Oxyz с осью Oz, 
проходящей через точки опоры. Оси Ox, Oy лежат 
в плоскости статического эксцентриситета. Также 
введем подвижную систему координат Oξηξ, вра-
щающуюся вместе с ротором, где ось Oξ совпа-
дает с осью Oz. Для определения относительного 
движения беговых дорожек и балансировочных 
шариков введем подвижную координатную систе-
му O1xjyjzj, связанную с трубками, начало которых 
расположено в центре балансировочной систе-
мы O1. Оси O1yj направлены вдоль горизонтальной 
оси вращения трубок, а оси O1xj  и O1zj образуют 
правую систему координат [4]. Расстояние меж-
ду геометрическим центром O и центром тяже-
сти G ротора (эксцентриситет) обозначим через s1. 
Расположение АБУ определяется параметром 
s2  =  OO1 (расстояние между центром балансиро-
вочного устройства и точкой пересечения вала), 
а также углом  между направлениями 
OO1 и OG. Введем угол β между горизонтальной 
осью вращения трубки и направлением OO1 (см. 
рисунок).

Рассматриваемая механическая система обла-
дает степенью свободы k = s · (n + 1) + 3; коорди-
натами центра масс ротора x, y относительно коор-
динатной системы Oxyz; углом поворота ротора θ 
вокруг вертикальной оси; углами наибольшего на-
клона плоскости трубок α j ( j = 1, …, s) относитель-
но плоскости Oxy. Для определения положения 
шариков внутри трубки введем углы φji (i = 1, …, n; 
j = 1, …, s) между осью O1yj, проходящей через 
центр беговых окружностей и радиусами, прове-
денными из центра окружности к шарикам.

Кинетическая энергия системы в обобщенных 
координатах и их производные (скорости) имеют вид:

Рисунок — Расположение систем координат
Figure — Location of coordinate systems
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где mр, mбс, mji — масса ротора, балансировочного 
устройства и шариков соответственно; Jр, Jx2 j, Jy2j, 
Jz2 j — моменты инерции ротора и балансировоч-
ного механизма.

На ротор со стороны гибкого вала действу-
ет приведенная сила упругости с потенциалом  
 

 а силы сопротивления будем 
учитывать с помощью диссипативной функции

В выбранной системе лагранжевых координат 
уравнения движения имеют вид:

(1)
где
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Qθ — обобщенная сила по переменной θ; c, cφ, 
cα — коэффициенты диссипации; k — приведен-
ная жесткость вала.

Для исследования стационарных движений 
ротора уравнения движения (1) перепишем в си-
стеме координат, вращающейся вместе с ротором, 
то есть сделаем замену переменных:

В новой системе координат уравнения движе-
ния примут вид:

(2)

где 

Стационарные движения. Рассмотрим ста-
ционарные движения системы, соответствующей 
значениям переменных:

Подставляя (3) в систему уравнений (2), при 
этом разделяя обе стороны уравнений на величи-
ну ν2, имеем:

(3)

(4)
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В общем случае нахождение значений неиз-
вестных в аналитическом виде представляет со-
бой трудную задачу.

Рассмотрим случаи, когда имеется одна бего-
вая дорожка и в ней расположены по два баланси-
ровочных шарика. Из уравнений стационарности 
движений (4) для переменных φ0

1, φ0
2 получим:

Проделаем преобразования в системе (5). Для 
этого разрешим уравнения (5) относительно ξ0, η0:

Уравнения (6) допускают два вида решений.  
 
Для первого вида  который имеет 
решение  то есть шарики находятся 
вместе по беговой дорожке.

Для второго вида решения:

(5)

(6)

(7)

Второй случай соответствует движению рото-
ра с остаточным дисбалансом. Для определения 
угла наклона беговой дорожки при стационарном 
движении первого вида обратимся к уравнению 
относительно угла α.

Так как уравнения движения по отношению 
переменных αj не зависят друг от друга, ниже ин-
декс при переменной αj писать не будем. Учиты-
вая, что в каждой дорожке имеется по два балан-
сировочных шарика, из последнего уравнения (4) 
получим 

где

Для случая стационарного движения перво-
го вида ϕ0

1 = ϕ0
2 = ϕ,   
  а уравнения для опре-

деления α, ξ0, η0 преобразуются к следующему 
виду:

Соотношение (8) представляет собой систему 
трансцендентных уравнений относительно ξ0, η0, 
φ, α0. Для построения асимптотического решения 
используем метод теории возмущений (метод ма-
лого параметра) [17]. Для достаточно больших 
угловых скоростей в качестве малого параметра  

примем , и, соответственно, система будет  
иметь вид:

(8)
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Согласно общей теории возмущений, решение 
системы (8) будем искать в виде:

Подставляя (10) в систему уравнений (9) и при-
равнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
малого параметра, получим для нулевой степени:

где  N2 = r(m1cosφ1 + m2cosφ2).

Приравнивая коэффициенты при первой сте-
пени малого параметра, получим:

Второй порядок относительно малого пара-
метра:

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

Из нулевого приближения (11) получим:

Уравнение (19) имеет два решения:

Преобразуем второе решение, используя вы-
ражения для . Соответственно имеет место 
выражение

подставляя которое в (20) и разрешая относитель-
но  имеем:

Рассмотрим первый случай, когда 
. Ко второму случаю обратимся позже. 

Соответственно отклонения центра масс ротора  
и  определяются из уравнений:

Для первого порядка степени малого параметра :

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)
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Отсюда видно, что первое приближение для 
 не зависит от . Подставляя выражение 

 через параметры системы, для  
имеем

Приравнивая коэффициенты при второй сте-
пени порядка малого параметра для  по-
лучим соотношения:

Полученные результаты позволяют построить 
асимптотическое решение системы уравнений (8) 
с учетом второго порядка относительно малого 
параметра.

Теперь рассмотрим второй случай, то есть 
соответствующий несбалансированному враща-
тельному движению ротора с остаточным дисба-
лансом:

Как сделали выше, преобразуем систему (22). 
Для этого умножим первое уравнение на cosΔα, 
второе — на sinΔ и сложим. Аналогично отнимем 
правые и левые части уравнения, умножая первое 
на sinΔ, а второе — на cosΔ.

(22)

В итоге имеем:

Из уравнения (23) следует, что

Первый случай соответствует вертикальному 
положению беговой дорожки, а из уравнения (24) 
получим

Теперь определим положения балансировоч-
ных шариков по беговой дорожке и отклонение 
центра масс ротора. Подставляя значение угла 
в систему (9), имеем:

Соответственно, из (26):

1. Выполняется равенство N1 = m1sinφ0
1 + 

+ m2sinφ0
2 = 0. Легко определить, что решение 

φ0
1 = 0, π и φ0

2 = π, 0 удовлетворяет уравнениям (26) 
и (27), то есть балансировочные шарики будут 
располагаться друг напротив друга. Остаточный 
дисбаланс ξ0, η0 определяется из уравнений:

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)
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где 

2. Рассмотрим случай

Из системы уравнений (25) легко получить со-
отношение

Подставляя полученный результат в усло-
вие (28), имеем

Присоединяя соотношение (27), получим

Таким образом, из уравнений (29) и (30) опре-
деляются положения балансировочных шариков. 
Если угловая скорость вращения ротора имеет 
 
достаточно большие значения, то  Тогда 
уравнения (29) и (30) преобразуются и примут вид:

так как второе уравнение зависит только от пара-
метров системы и не всегда имеет место. Дейст
вительно, если иметь в виду что  то

По постановке задачи это равенство не всегда 
имеет место. Таким образом, второй случай при 
достаточно больших угловых скоростях физиче-
ски нереализуем.

3. Выполняется соотношение

(28)

(29)

(30)

Как видно, определение величин ξ0, η0, φ1, φ2, α 
сводится к решению системы уравнений:

Применение метода возмущений в последнем 
случае не дает положительного результата, так как 
найти решение порождающего уравнения анали-
тического вида не удается. 

Заключение. 1. Проделан анализ стационар-
ных движений статически несбалансированного 
ротора с АБУ. При этом учитывается не только 
эксцентричность центра АБУ, но и случай, когда 
беговые дорожки с балансировочными шариками 
обладают осью вращения.

2. С помощью метода возмущений исследован 
один из видов стационарного движения и в част-
ном случае получено асимптотическое решение 
с точностью второй степени малого параметра. 

3. Также в аналитическом виде получены зна-
чения координаты центра масс ротора и распо-
ложения балансировочных шариков в одном из 
случаев несбалансированного стационарного дви-
жения.
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DETERMINING THE STATIONARY MOTIONS OF A STATICALLY 
UNBALANCED ROTOR WITH A BALL SELF-BALANCING DEVICE 
BY A SMALL PARAMETER METHOD

The small parameter method was used to analyze the necessary conditions for stationary motions of a rotor 
mounted on a flexible shaft with a ball self-balancing device, when running tracks of the balancing balls 
are installed not only by eccentricity, but also have a horizontal axis of rotation. In this case, the parameter 
inversely proportional to the square of the angular velocity of the rotor is taken as the small parameter. 
In a particular case, an asymptotic solution is obtained taking into account the second power of the small 
parameter, as well as an exact solution to one of the cases of unbalanced rotor motion.

Keywords: self-balancing device, eccentricity, running track, generalized coordinates
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