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Введение. Слоистые элементы конструкций 
широко применяются в различных областях со-
временной техники и строительства, что потребо-
вало разработки методик их расчета при различ-
ных внешних воздействиях. В монографиях [1–7] 
предлагаются подходы к разработке расчетных 
моделей трехслойных и многослойных конструк-
ций, выполненных из композитных материалов, 
проявляющих в процессе деформирования упру-

гие и физически нелинейные свойства. Несущие 
слои, как правило, приняты тонкими, достаточно 
жесткими, подчиняющимися гипотезам Бернулли 
(Кирхгофа). В легких заполнителях справедлива 
гипотеза Тимошенко, т. е. учитывается деформа-
ция относительного сдвига.

Свободные и собственные колебания тон-
костенных слоистых и пятислойных пластин 
и стержней рассмотрены в работах [8–12]. Пяти
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слойные упругие конструкции состоят из трех 
несущих слоев и двух заполнителей. Решение 
задач получено в виде разложения в ряды по си-
стемам собственных функций. Численно иссле-
дована зависимость частот собственных колеба-
ний от геометрических и упругих характеристик 
материалов слоев.

В статьях [13–16] рассмотрены особенности 
колебаний трехслойных стержней, находящихся 
под действием локальных, импульсных и неста-
ционарных нагрузок. В [16] учтено воздействие 
упругого основания. Для решения соответствую-
щих начально-краевых задач использован метод 
разложения искомых перемещений в ряды по си-
стемам собственных функций. 

В статьях [17–19] исследованы динамические 
характеристики цилиндрических и сферических 
оболочек с учетом влияния упругого основания 
и  нестационарного контактного взаимодействия. 
В  работах [20–24] исследовано акустическое, 
ударно-периодическое и жидкостное воздействие 
на колебания трехслойных круговых пластин, 
включая сверхзвуковой флаттер.

Изгиб прямоугольных, круговых и кольце-
вых пластин на упругих основаниях Винклера 
и Пастернака рассмотрен в статьях [25–29]. Ки-
нематические гипотезы принимались соответ-
ствующими ломаной линии, заполнители легкие. 
Осесимметричному деформированию упругопла
стических трехслойных пластин и стержней по-
священы работы [30, 31]. Физические уравне-
ния состояния соответствуют уравнениям малых 
упругопластических деформаций, заполнители 
жесткие. Сжимаемость заполнителя и развитие 
дефектов в  многослойных композитных пласти-
нах при статических нагрузках учтены в [32, 33]. 
Деформированию пятислойных упругих круговых 
симметричных по толщине пластин посвящены 
публикации [34–36]. 

Здесь приводится постановка и решение крае-
вой задачи об изгибе упругопластической симме-
тричной по толщине круговой пятислойной пла-
стины.

Постановка задачи. В пятислойной, несим-
метричной по толщине пластине вводится цилин-
дрическая система координат, связанная со сре-
динной плоскостью внутреннего несущего слоя 
(рисунок 1). В тонких жестких несущих слоях 1, 
2, 4 справедливы гипотезы Кирхгофа. Для опи-
сания деформирования сравнительно толстых за-
полнителей 3, 5 используется гипотеза Тимошен-
ко, предполагающая прямолинейность и поворот 
нормалей на дополнительный угол ψ(r) — относи-
тельный сдвиг в заполнителях. Искомыми функ-
ции являются прогиб пластины w(r) и относитель-
ный сдвиг ψ(r). Осесимметричная нагрузка  q(r) 
распределена по поверхности пластины. На  кон-
туре (r = r0) принимается наличие жесткой диа-
фрагмы, не допускающей относительный сдвиг 

слоев (ψ(r0) =  0). Через hk обозначена толщина 
k-го слоя. 

Из гипотезы Тимошенко следует

где ψ(r) — относительный сдвиг в заполните-
лях  3,  5; запятой в нижнем индексе обозначена 
операция дифференцирования по следующей за 
ней координате; верхний числовой индекс здесь 
и далее, если другое не указано, — номер слоя. 

После интегрирования соотношений (1) полу-
чим формулы для вычисления радиальных пере-
мещений u r

(k) в слоях: 

где z — координата рассматриваемой точки попе-
речного сечения; h5ψ, –h3ψ — величины смещений 
верхнего и нижнего несущих слоев за счет отно-
сительных сдвигов в заполнителях; запятая в ниж-
нем индексе обозначает операцию дифференциро-
вания по следующей за ней координате. 

Деформации следуют из (2) и соотношений 
Коши. Связь напряжений и деформаций в слоях 
описывается соотношениями теории малых упру-
гопластических деформаций Ильюшина [3], кото-
рые справедливы также и для нелинейно упругих 
материалов при прямом нагружении: 

где sα
(k), s rz

(3), srz
(5), эα

(k) — девиаторы; σ(k), ε(k) — ша-
ровые части тензоров напряжений и деформаций; 
Gk, Kk — модули сдвига и объемной деформации 

(1)

(2)

(3)

Рисунок 1 — Расчетная схема и нумерация слоев 
в пятислойной пластине
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материалов слоев, причем материалы внешних 
несущих слоев одинаковы, заполнителей тоже 
(G3  =  G5, K3  =  K5); εu

(k) — интенсивность дефор-
маций; ωk(εu

(k)) — функции пластичности и физи-
ческой нелинейности материалов слоев, которые 
при εu

(k) ≤ ε y
(k) (в заполнителях εu

(k) ≤ ε s
(k)) обращаются 

в ноль; ε y
(k), ε s

(k) — деформационные пределы те-
кучести и физической нелинейности материалов 
слоев.

Используя компоненты тензора напряжений 
σα

(k) (α = r, φ), введем обобщенные внутренние уси-
лия и моменты в пластине:

Система дифференциальных уравнений рав-
новесия и граничные условия во внутренних 
обобщенных усилиях пятислойной пластины, 
полученные в [34] с помощью вариационного 
принципа Лагранжа, будут справедливы и в рас-
сматриваемом случае, т. к. при их выводе не были 
использованы физические уравнения связи напря-
жений с деформациями: 

На границе r = r0 должны выполняться сило-
вые условия:

где T 0
r, H 0

r, M 0
r, Q 0 — известные контурные усилия.

Выделим в компонентах тензора напряжений 
упругие (индекс е) и неупругие (индекс ω) сла-
гаемые:

где

Внутренние усилия и моменты (4) в слоях пла-
стины также разложим на линейную (индекс е) 
и нелинейную (индекс ω) составляющие: 

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

где упругие T (k)
αe, M (k)

αe, Qie и нелинейные составля-
ющие T (k)

αω, M (k)
αω, Qiω вычисляются по интегральным 

формулам (4), в которых напряжения σ α
(k) нужно 

заменить на σ (k)
αe и σ(k)

αω, а σ(3)
rz, σ(5)

rz на σ (3)
rze, σ(5)

rze и σ (3)
αω, 

σ(5)
αω из (7) соответственно. 

После этого обобщенные внутренние усилия 
в соответствии с (8) будут равны:

Подставив в уравнения равновесия (5) выраже-
ния для внутренних усилий (9), запишем их в виде:

На границе r = r0 в соответствии с (6) и (9) 
должны выполняться требования:

Здесь левая часть уравнений содержит линей-
ные составляющие внутренних усилий, в которых 
нижний индекс e опущен для простоты. Справа 
сосредоточены члены с нижним индексом ω, в ко-
торые включены добавки, отражающие физиче-
скую нелинейность материалов несущих слоев 
и заполнителя: 

Линейные (упругие) составляющие обобщен-
ных внутренних усилий по-прежнему выражают-
ся через перемещения формулами, приведенными 
в [34, 35], поэтому система уравнений равновесия 
в перемещениях, соответствующая (10), сохраняет 
левую часть и приводится к виду: 

где коэффициенты ai и дифференциальные опера-
торы L2, L3 равны:

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)
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Для замыкания краевой задачи к системе диф-
ференциальных уравнений (13) необходимо доба-
вить силовые (11) либо кинематические гранич-
ные условия. 

Методика решения задачи. Точное решение 
нелинейной системы дифференциальных уравне-
ний (13) с граничными условиями (11) получить 
не представляется возможным, поэтому для ее ис-
следования необходимо применять численные или 
приближенные методы. 

В нашем случае применим алгоритм прибли-
женного решения задачи, основанный на методе 
упругих решений Ильюшина, который позволя-
ет на каждом шаге итерации рассматриваемую 
задачу сводить к соответствующей задаче тео-
рии упругости с некоторыми дополнительными 
«внешними» нагрузками. В этом случае система 
дифференциальных уравнений (13) принимает 
следующий итерационный вид: 

где n — номер приближения;

На контуре пластины (r = r0) граничные усло-
вия в усилиях (11) для рассматриваемой итераци-
онной задачи на n-м шаге принимают вид

Нелинейные составляющие внутренних уси-
лий в (14), (15) будут равны: 

Если граничные условия заданы в перемеще-
ниях, то на n-м шаге приближения они будут сле-
дующие:
-- при жесткой заделке контура пластины:

-- при шарнирном опирании:

Общее решение краевой задачи. Умножим 
второе уравнение в (14) на r и проведем его одно-
кратное интегрирование:

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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Здесь и далее встречающиеся интегралы бе-
рутся в пределах от 0 до r, если другое не указа-
но. Умножим первое уравнение системы (18) на 
а6, а второе — на а5. После вычитания из первого 
уравнения второго придем к неоднородному мо-
дифицированному уравнению Бесселя для опре-
деления функции ψ(r):

Это уравнение приводится к стандартному 
виду

где

Решением уравнения (19) будет выражение

где I1(βr), K1(βr) — функции Бесселя и Макдо-
нальда; ψ r

(n) — частное решение уравнения (19), 
которое на n-ом шаге можно принять в виде 

Прогиб получим, применив оператор L3
–1 ко 

второму уравнению системы (14) и проинтегриро-
вав по радиальной координате: 

(19)

(20)

(21)

где C1, …, C5 — константы интегрирования; 

Исходя из условия ограниченности решения 
в центре пластины (r = 0) для сплошных пластин, 
в (18), (20), (21) следует положить C1 = C3 = C6 = 0. 
В результате итерационное решение задачи об из-
гибе упругопластической пятислойной симмет
ричной круговой пластины принимает вид:

При жесткой заделке контура пластины, из (16) 
получим:

В случае шарнирного закрепления контура для 
определения С5 имеем следующее алгебраическое 
уравнение:

Константы интегрирования С2, С4 сохраняют 
свой вид. 

Таким образом, формулы (22)–(24) позволяют 
вычислять перемещения при изгибе упругопла-
стической круговой пятислойной симметричной 
пластины. 

Численные результаты получены для пя-
тислойной круговой пластины единичного ра-

(22)

(23)

(24)

a				      b
Рисунок 2 — Прогиб и относительный сдвиг в упругопластической пластине: а — прогиб w; b — относительный сдвиг ψ; 

1 — упругие перемещения; 2–4 — упругопластические на n-м шаге 
Figure 2 — Deflection and relative shear in an elastoplastic plate: а — deflection w; b — relative shear ψ; 

1 — elastic displacements; 2–4 — elastoplastic displacements at the n-th step
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диуса при равномерно распределенной нагрузке 
q0 = –30 МПа. Контур защемлен. Слои пластины 
набраны из материалов Д16-Т — фторопласт — 
Д16-Т — фторопласт — Д16-Т. Толщины сло-
ев, отнесенные к радиусу r0: h1 = h2 =  h4 = 0,02; 
h3  =  h5  =  0,1. Механические характеристики ма-
териалов заимствованы из [5]: для Д16Т — G1 = 
= 0,267 · 105 МПа; K1 = 0,8 · 105 МПа; A1 = 0,96; 
α1  =  2,34; εy

(1) =  0,735  %; для фторопласта — 
G3 = 90 МПа; K1 = 345 МПа; A3 = 0,905; α3 = 1,48;  
εs = εy

(1) = 3,3 %. 
Рисунок 2 подтверждает практическую схо-

димость итерационного метода, основанного на 
методе «упругих» решений Ильюшина. Номер 
кривой соответствует номеру итерации, 1 — для 
упругой пластины. Здесь второе приближение 
для прогиба (см. рисунок 2 a) отличается от пре-
дыдущего примерно на 9 %. Третье приближение 
превосходит второе на 4,5 %. Четвертое, принятое 
за искомое значение, отличается от предыдущего 
менее чем на 1 %. 

Аналогичная картина наблюдается и для отно-
сительного сдвига (см. рисунок 2 b). Таким обра-
зом, учет физической нелинейности материалов 
слоев в рассматриваемом случае увеличивает ис-
комые перемещения примерно на 14,6 %. 

Распределение областей пластических дефор-
маций в материалах несущих слоев и физической 
нелинейности в заполнителях по поперечному 

a

b
Рисунок 3 — Области пластичности и физической 

нелинейности материалов слоев: а — q = –30 МПа; b — q = –35 МПа
Figure 3 — Areas of plasticity and physical nonlinearity of layer 

materials: a — q = –30 MPa; b — q = –35 MPa

сечению пластины в зависимости от величины 
внешней силовой нагрузки можно проследить по 
рисунку 3. Здесь во втором случае области пла-
стичности появляются в центре несущих слоев, 
в заполнителях упругие области в центре несколь-
ко уменьшаются.  

Выводы. Предложенная постановка и мето-
дика решения соответствующих краевых задач 
позволяют исследовать перемещения при изги-
бе в  пятислойной упругопластической пластине, 
симметричной по толщине. 

Работа выполнена при финансовой поддерж­
ке ГПНИ «Конвергенция-2030».
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BENDING OF AN ELASTOPLASTIC FIVE-LAYER CIRCULAR PLATE 
SYMMETRIC IN THICKNESS

The problem of bending of a five-layer circular plate symmetric in thickness by axisymmetric distributed 
load is considered. The central and outer layers are assumed to be load-bearing, thin, and of increased 
rigidity. They perceive the main part of the force load and can exhibit elastoplastic properties. Their defor­
mation follows the Kirchhoff hypotheses. Two relatively thick nonlinearly elastic fillers are used to connect 
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the load-bearing layers. They provide redistribution of forces between the layers and are used to protect 
against unwanted external influences such as temperature and radiation. The deformation of the fillers is 
described by Timoshenko hypotheses, which take into account the relative shift, the additional rotation of 
the normal to the middle surface of the layer. The system of differential equations of equilibrium for the con­
sidered plate is obtained using the variational method of Lagrange. It includes a system of two nonlinear 
differential equations. The sought-for functions are the deflection of the plate, the radial displacement of 
the midplane of the central supporting layer, and two relative shear displacements in the fillers. The Ilyush­
in method of elastic solutions is used to solve the corresponding boundary value problem. The general solu­
tion is obtained in a recursive form. Formulas are provided for calculating the sought-for displacements 
and relative shear displacements under the boundary conditions of rigid clamping of the plate contour. 
The convergence of the method and the dependence of the solution on the physical nonlinearity of the layer 
materials are numerically investigated. 

Keywords: five-layer circular plate, physical nonlinearity, bending, analytical solution, numerical results
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