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В работе рассмотрена устойчивость многозвенной модели экзоскелета в фазе стояния на опорной ноге в
виде системы с пружинами в суставах. Оценены зоны жесткости пружин, необходимые для поддержа�
ния устойчивого равновесия рассматриваемой биомеханической системы.
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Введение. В мире все более активно ведутся ра�
боты по созданию различного рода экзоскелетов и
антропоморфных роботов, однако, теоретических
моделей немного. В основном, это практические,
инженерные разработки. Имеются работы по био�
механике опорно�двигательного аппарата человека
и двуногой ходьбе [1–6]. В работах [7, 8] рассматри�
вается задача об асимптотической стабилизации
вертикальной позы человека при помощи межзвен�
ных (внутренних) моментов.

В данной работе, в отличие от ранее опублико�
ванных исследований, предлагается моделирование
статической устойчивости многозвенных стержневых
структур под действием внутренних усилий и внеш�
ней связи. Отличия заключаются в том, что исследо�
вание проводится полностью аналитически и впер�
вые получены обобщения для систем с произвольным
конечным количеством звеньев. Под данный класс
систем подпадают такие практически важные устрой�
ства, как антропоморфный робот, экзоскелет, эндос�
келет человека в фазе стояния на одной ноге.

Постановка задачи. Рассмотрим модель устойчи�
вости человека в виде многозвенной стержневой мо�
дели с сосредоточенными массами в фазе стояния на
опорной ноге. Моменты в суставах, обеспечивающих
статическую позу человека, моделируются пружина�
ми определенной жесткости. Определим зоны жест�
кости пружин, необходимые для поддержания равно�
весия рассматриваемой биомеханической системы.

Для построения решения сначала записывает�
ся потенциальная энергия системы. Затем она рас�
кладывается в ряд Маклорена. После этого вводят�

ся обозначения, в которых удобно представить по�
тенциальную энергию для применения критерия
Сильвестра. Решение полученных в результате не�
равенств проводится численно. Для наглядного
представления решения строятся его графики.

Подобная модель может быть применена и к
созданию антропоморфных роботов, при выясне�
нии вопроса об их статической позе равновесия и
необходимых для этого конструктивных элементов.

Практически возможная реализация предлага�
емой модели — это устройство в виде экзоскелета с
человеком внутри и поддержание его вертикально�
го равновесия. Экзоскелеты могут быть примене�
ны в военных технологиях, медицине, геронтоло�
гии, спорте, промышленности, быту и т. д. — везде,
где необходимо разгрузить или усилить естествен�
ный скелет человека. Следовательно, данная рабо�
та является актуальной и при практической реали�
зации человеко�машинной системы.

Метод моделирования. Исследуем устойчивость
трех звеньев опорной ноги и корпуса экзоскелета под
действием внутренних усилий в шарнирах и проведем
оценку значений, необходимых для устойчивого сто�
яния. Моделирование проведем с использованием
спиральных пружин, расположенных в суставах. Ис�
пользуем описанный в работе [9] метод исследования
для рассматриваемой модели опорной ноги. Пусть мо�
дель имеет вид, изображенный на рисунке 1. Обозна�
чим: ОA = l

1
 стопа, связанная с опорой; AВ = l

2
 — го�

лень; BC = l
3
 — бедро; CD = l

4
 — корпус — длины

соответствующих звеньев модели опорной нижней
конечности и корпуса механизма. Положение в
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одноопорной фазе однозначно определяется угла�
ми ϕ

i
 и длинами стержней l

i 
(i = 1, …, 4), поэтому

рассматриваемая система имеет четыре степени сво�
боды. Центры масс находятся в точках: С

1
 — стопы

опорной ноги, С
2
 — голени опорной ноги, С

3
 — бед�

ра опорной ноги, С
4
 — корпуса. Их положения будем

задавать в виде отношений длины от начала соответ�
ствующего звена до центра масс ко всей длине звена,
через множители n

i
, (i = 1, …, 4), (0 < n

i
 < 1) (если все

звенья перенумеровать по номерам индексов у соот�
ветствующих углов). Такой способ задания положений
центров масс предпочтительней, так как для человека
положения центров масс конечностей определяются
эмпирическим путем и задаются в процентном отно�
шении одной части звена к другой [10, 11], кроме того,
он позволяет учесть изменение положения центра масс
во время движения через известные деформации зве�
на. Массы: m

1
, m

2
, m

3
, m

4
 — стопы голени, бедра, кор�

пуса соответственно. При расчетах и моделировании
движения биомеханической системы все вышеприве�
денные характеристики берутся равными соответству�
ющим экспериментальным данным человека [11].

Трением в горизонтальных цилиндрических
опорах пренебрегаем. Спиральные пружины с
жесткостями k

i
 (i = 1, …, 4) при верхнем вертикаль�

ном положении звеньев находятся в естественном
недеформированном состоянии. Определим жес�
ткости пружин k

i
 (i = 1, …, 4) так, чтобы в верхнем

вертикальном положении равновесие системы
было устойчивым.

Связи системы идеальны, стационарны и голо�
номны, а активные силы, действующие на систему,
консервативны. Поэтому здесь применима теорема

Лагранжа. Положение звеньев будем определять уг�
лами ϕ

i
 (i = 1, …, 4). Потенциальная энергия П сис�

темы складывается из потенциальной энергии пру�
жин и потенциальной энергии сил тяжести.

Потенциальная энергия П системы находится
в данном случае так:

(1)

Следовательно,

  (2)

Пользуясь разложением в ряд Маклорена, по�
лучим после группировки

 
(3)

где точками обозначены члены, содержащие ϕ
1
 и

ϕ
2
 в степени выше второй.

Введем обозначения

(4)

Тогда

 (5)

Рисунок 1 — Модель опорной ноги в виде четырехзвенной
составной стержневой пружинной системы
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Критерий Сильвестра в данном случае имеет вид:

 
(6)

Решение полученной системы неравенств в
аналитическом виде достаточно громоздко. Пост�
роить область четырехмерного пространства (k

1
, k

2
,

k
3
, k

4
), соответствующую решению данных нера�

венств невозможно. Поэтому построим в СКМ
Mathematica трехмерные области при одном из
фиксированных аргументов (рисунок 2).

Можно построить области устойчивости и при
двух фиксированных аргументах. Так как таких

областей получается 12, в качестве иллюстрации
приведем две из них (рисунок 3).

Таким образом, оценены области устойчивос�
ти для четырехзвенной модели.

Обобщим полученные результаты для произволь�
ной многозвенной модели, имеющей n звеньев.

Так как все параметры, характеризирующие
механическую систему, входят в коэффициенты c,
и закономерность их обобщения уже понятна, вве�
дем обозначения:

  (7)

Тогда

(8)

в       г

Рисунок 2 — Области устойчивости при одном из фиксированных аргументов: а — k
1
 = 5000; б — k

2
 = 500; в — k

3
 = 500; г — k

4
 = 500

а       б
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Критерий Сильвестра в данном случае имеет вид

 (9)

Решение полученной системы неравенств в ана�
литическом виде достаточно громоздко. Построить об�
ласть n�мерного пространства (k

1
, k

2
, …, k

n
), соответ�

ствующую решению данных неравенств невозможно.
Поэтому можно построить трехмерные и двумерные
области при фиксированных нескольких аргументах,
аналогично рассмотренным выше случаям. Получе�
но обобщение критерия устойчивости для произволь�
ной многозвенной механической системы.

Рассмотрим устойчивость модели экзоскелета,
с учетом массы переносимой ноги, рук и головы
(рисунок 4). Также учтем собственную массу экзос�
келета. Предположим, что масса каждого звена эк�
зоскелета составляет 30 % от массы соответствую�
щего звена человека.

На рисунке 4 введены дополнительно к рас�
смотренному выше случаю следующие обозначе�
ния: в точке С подвешена переносная нога с такой
же массой, как и опорная; в точке прикреплены две
руки, массой m

5
; в точке Е — голова, массой m

6
.

В данном случае потенциальная энергия П си�
стемы находится по формуле:

(10)

Раскрывая квадраты и пользуясь разложением
в ряд Маклорена, получим после группировки

 

(11)

Рисунок 3 — Области устойчивости при двух фиксированных
аргументах: а — k

2
 = 500, k

3
 = 50; б — k

1
 = 5000, k

2
 = 9000

а

б

Рисунок 4 — Модель опорной ноги экзоскелета в виде
четырехзвенной составной стержневой пружинной системы

ISSN 1995�0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2013. № 2 (23)



87

где точками обозначены члены, содержащие ϕ
1
 и

ϕ
2
 в степени выше второй.

Введем обозначения

(12)

Тогда потенциальная энергия примет вид (5), а
критерий Сильвестра — вид (6).

Решению данных неравенств соответствует об�
ласть четырехмерного пространства (k

1
, k

2
, k

3
, k

4
),

построить которую невозможно. Поэтому постро�
им в СКМ Mathematica трехмерные области при
одном из фиксированных аргументов (рисунок 5).

Можно построить области устойчивости и при
двух фиксированных аргументах. Так как таких
областей получается 12, в качестве иллюстрации
приведем две из них (рисунок 6).

Таким образом, оценены области устойчивос�
ти для четырехзвенной модели.

Сравнивая полученные ранее для четырехзвен�
ного механизма зависимости (см. рисунки 2 и 3) и
зависимости, полученные для модели экзоскелета с

Рисунок 5 — Области устойчивости при одном из фиксированных аргументов: а — k
1
 = 10000; б — k

2
 = 500; в — k

3
 = 500; г — k

4
 = 500

в       г

а       б
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учетом переносной ноги, рук, головы и собствен�
ной массы (см. рисунки 5 и 6), видно, что принци�
пиальных изменений в виде зависимостей не про�
изошло, но зоны устойчивости сместились в область
более высоких значений жесткости пружин.

Заключение. Таким образом, построена матема�
тическая модель, описывающая устойчивость эк�
зоскелета с человеком внутри в фазе стояния на од�
ной ноге. Установлены зоны устойчивости. Так же
произведено обобщение полученных результатов
на случай биомеханической системы, состоящей из
произвольного конечного числа звеньев.

Установлено, что зоны жесткости пружин, не�
обходимые для поддержания вертикальной позы
человека в экзоскелете, достаточно велики. Прак�
тический интерес представляют минимально необ�
ходимые жесткости, так как при создании экзос�
келета достаточно именно этих значений. Их
можно определить графически. Это нижние грани�
цы областей на графиках.
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Рисунок 6 — Области устойчивости при двух фиксированных аргументах: а — k
2
 = 500, k

3
 = 50; б — k

1
 = 10 000, k

2
 = 9 000

       а               б
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