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ОБРАТНАЯ ДВОЯКОПЕРИОДИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ
ИЗГИБА ПЛАСТИН ДЛЯ КОМПОЗИТА, АРМИРОВАННОГО
ОДНОНАПРАВЛЕННЫМИ ВОЛОКНАМИ

На основе принципа равнопрочности решена задача по определению оптимальной формы поперечного се�
чения упругих включений (волокон), обеспечивающих снижение концентрации напряжений в изгибаемой
пластине. Найденная форма поперечного сечения волокон обеспечивает повышение несущей способности
составной пластины.
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Введение. Как показывает практика, состав"
ные (многокомпонентные) среды более надежны
и долговечны, чем однородные [1, 2]. Кроме того,
известно, что прочность конструкции зависит так"
же от ее формы.

Процесс разрушения композитных материалов
определяется взаимодействием включений с мат"
рицей (связующим). Рассмотрим составную упру"
гую пластину, состоящую из упругой среды (мат"
рицы) и распределенных в ней включений из
другого упругого материала. Подкрепляющие эле"
менты (волокна), сравнительно небольшие по мас"
се, существенно влияют на прочность составной
пластины [1]. Ресурс работы составной (многоком"
понентной) конструкции зависит от распределения
напряжений в зонах взаимодействия ее элементов,
поэтому большое значение приобретает оптималь"
ное проектирование таких конструкций, т. е. оп"
ределение их оптимальных характеристик.

Работоспособность составной пластины (ком"
позита) можно повышать с помощью конструктор"
ско"технологических приемов, в частности путем
изменения геометрии соединения ее элементов.
Армированные волокна проектируют в основном
круглого поперечного сечения.

Как показывает опыт, от идеальной конструк"
торской геометрии реальные поверхности сечений
подкрепляющих волокон отличаются наличием
неровностей, являющихся неизбежным следстви"
ем процесса их изготовления. Несмотря на малые
размеры неровностей, они могут оказывать суще"
ственное влияние на несущую способность состав"
ной конструкции. Поэтому исследование как са"
мой геометрии реальных поверхностей волокон,
так и влияния параметров неровностей поверхно"
сти соединения связующего с волокнами на несу"
щую способность крайне актуальны.

Постановка задачи. Пусть неограниченная пла"
стина (композит) подвергается изгибу средними
моментами (изгиб на бесконечности): 

 H
xy

 = 0. Рассмотрим составную упругую
пластину, состоящую из матрицы (область D) и рас"

пределенных в ней одинаковых включений с по"
перечным сечением близким к круговому (рису"
нок). Обозначим границу раздела различных упру"
гих сред через  (m, n = 0, ± 1, …). Полагаем, что
границу  соединения волокна с матрицей мож"
но представить в виде

(1)

а центры двоякопериодической системы волокон
расположены в точках

где ε — малый параметр, равный R
max

/λ; R
max

 — наи"
большая высота неровности профиля контура 
от окружности радиуса r = λ. Считается, что всюду
на границе соединения  имеет место жесткое
сцепление различных сред. Начало системы коор"
динат совмещаем с геометрическим центром кру"
га L

0,0
 (r = λ) в плоскости композита. Для оптими"

зации несущей способности составного тела
предлагается метод, заключающейся в выборе клас"
са неровностей поверхности поперечного сечения
волокна, обеспечивающих повышение несущей
способности композита.

Таким образом, требуется определить такую
геометрию поверхности соединения волокна и свя"

Рисунок — Расчетная схема задачи
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зующего, чтобы созданное ею упругое напряжен"
ное поле снижало бы концентрацию напряжений
в композите. Очевидно, что чем ниже уровень на"
пряженности в составной конструкции, тем выше
ресурс ее работы. Решению подобных задач меха"
ники посвящены работы [3–8]. Следует отметить,
что до сих пор неизвестны решения задач теории
изгиба пластин по построению системы концент"
раторов (включений) таким образом, чтобы создан"
ное ими упругое напряженное поле снижало кон"
центрацию напряжений в композите.

Представим границу неизвестного контура 
в виде (1), где функция H(θ) подлежит определе"
нию в процессе решения задачи оптимизации. Не
уменьшая общности поставленной задачи опти"
мизации, принимаем, что искомая функция H(θ)
симметрична относительно координатных осей и
может быть представлена в виде отрезка ряда Фу"
рье, т. е. функция H(θ) удовлетворяет известным
условиям Дирихле на отрезке [0, 2π]. Для нахож"
дения геометрии соединения введем в задачу в
качестве условия определения геометрии соеди"
нения (функции H(θ)) условие равнопрочности на
контуре соединения связующего и волокон.

Требуется определить функцию H(θ) так, что"
бы созданное в процессе нагружения составной
пластины напряженно"деформированное поле
обеспечивало выполнение условия равнопрочнос"
ти на контуре раздела различных сред. Это допол"
нительное условие позволяет определить искомую
функцию H(θ) геометрии соединения материалов.

На основании симметрии граничных условий
и геометрии области D, занятой упругой средой,
напряжения в связующем являются двоякоперио"
дическими функциями с основными периодами ω

1

и ω
2
. Так как решение для связующего обладает

свойством двоякопериодичности, достаточно рас"
смотреть условия сопряжения связующего и волок"
на лишь вдоль контура .

Метод решения. Введем обозначения: w
0
 —

прогиб (включения) области , ограниченной
контуром , а w – прогиб пластины вне облас"

тей  (m, n = 0, ± 1, ± 2, …) соприкасания воло"
кон поперечного сечения близкого к круговому.
Представим эти прогибы через бигармоничес"
кие функции.

Комплексные потенциалы, относящиеся к во"
локну, обозначим через Φ

0
(z) и Ψ

0
(z), а относящие"

ся к связующему — через Φ(z) и Ψ(z). Искомые
функции (напряжения, моменты, прогиб) ищем в
виде разложений по малому параметру, в которых
пренебрегаем для упрощения членами, содержа"
щими ε в степени выше первой. Каждое из при"
ближений удовлетворяет системе дифференциаль"
ных уравнений теории изгиба пластин. Значения
компонент тензора напряжений (моментов) при
r = ρ(θ), найдем, разлагая в ряд выражения для мо"
ментов в окрестности r = λ.

Используя процедуру метода возмущений, на
основании граничных условий рассматриваемой за"
дачи получим граничные условия задачи на контуре

L
0,0

  для комплексных потенциалов:

" для нулевого приближения

(2)

" для первого приближения

(3)

где τ = λeiθ + mω
1
 + nω

2
 (m, n = 0, ± 1, ± 2); ν и ν

0
 —

коэффициенты Пуассона связующего и волокна,
соответственно; κ = –(3 + ν) / (1 – ν); κ

0
 = –(3 + ν

0
)/

/(1 – ν
0
); функция f

1
 + if

2
 выражается через функ"

цию H(θ) и компоненты перемещений на контуре
L

0,0
 нулевого приближения; аналогично функция

g
1
 + ig

2
 зависит от функции H(θ) и компонент на"

пряжений при τ = λeiθ нулевого приближения; D и
D

0
 — цилиндрическая жесткость связующего и во"

локна. Из"за громоздкости функций f
1
, f

2
, g

1
, g

2
 при"

ведем для наглядности зависимость одной из вы"
шеперечисленных функций

где w(0) и  — прогиб связующего и волокна в ну"
левом приближении, соответственно.

Комплексные потенциалы Φ(0)(z) и Ψ(0)(z) регу"
лярны в области S

0,0
, ограниченной контуром L

0,0
, и,

следовательно, могут быть представлены в виде [9]
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(4)

Комплексные потенциалы Φ(0)(z) и Ψ(0)(z) в рас"
сматриваемом случае (изгиб на бесконечности)
ищем [3] в виде

(5)

где γ(z) — эллиптическая функция Вейерштрасса,
Q(z) — специальная мероморфная функция [10].

Из условия симметрии относительно коорди"
натных осей находим, что

Из условий равенства нулю главного вектора и
главного момента сил, действующих на дугу, соеди"
няющую две конгруэнтные точки в области D, за"
нятой материалом связующего, следует

Выражения для величин K
i
 (i = 0, 1, 2, 3) приве"

дены в работе [10].
Можно убедиться, что представления (5) опре"

деляют класс симметричных задач с двоякоперио"
дическим распределением напряжений.

Используя методы решения, изложенные в [10]
и удовлетворяя (2), получим три бесконечные сис"
темы линейных алгебраических уравнений отно"
сительно ,  и  (см. в [10] системы (3.16)–

(3.19) второй главы). Здесь величины  и 
находятся по формулам

Эти системы имеют громоздкий вид. Однако в
большинстве практически важных случаев их мож"
но урезать до двух трех уравнений и получить весь"
ма точные результаты [10] для рабочих диапазонов
изменения радиуса λ.

После нахождения решения в нулевом прибли"
жении можно перейти к решению задачи в первом
приближении. На основании решения в нулевом
приближении находятся функции f

1
 + if

2
 и g

1
 + ig

2
.

Комплексные потенциалы ,  и Φ(1)(z),
Ψ(1)(z) ищутся в виде аналогичном (4), (5) с очевид"
ными изменениями. Дальнейший ход решения гра"
ничной задачи (3) такой же, как в нулевом прибли"
жении. В результате получим формулы и системы
линейных уравнений относительно , , , 

и . Полученные формулы и системы уравнений

позволяют выразить , , ,  через коэф"
фициенты d

2k
 разложения функции H(θ) в пер"

вом приближении. При заданной функции H(θ),
полученные алгебраические соотношения явля"
ются замкнутыми и позволяют найти напряжен"
но"деформированное состояние композита для
каждого профиля поперечного сечения волокна.

Рассмотрим задачу оптимального проектиро"
вания. Пусть требуется определить границу (фун"
кцию H(θ)) соединения связующего и волокна.

С помощью формул [9, 10]

используя полученное решение

найдем изгибающий момент Mθ на контуре τ = ρ(θ)
связующего с точностью до величин первого по"
рядка относительно малого параметра

; (6)

В формуле (6) коэффициенты  и  зависят
от величин d

2k
 ряда Фурье искомой функции H(θ).
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Для построения недостающих уравнений, позво"
ляющих определить d

2k
, необходимо, чтобы обес"

печивалась минимизация напряжений на контуре
. Оптимальное проектирование осуществляем

путем минимизации критерия

где M
*
 — оптимальное значение изгибающего мо"

мента на границе раздела сред, которое надо оп"
ределить.

Разбиваем отрезок [0, 2π] на N равных частей. В
узлах разбиения θ

i
 вычисляем значения функции

Mθ(θi
). Функция Mθ(θi

) линейно зависит от управляю"
щих переменных d

2k
 и M

*
. Согласно методу наимень"

ших квадратов наилучшими коэффициентами d
2k

 и M
*

будут те, для которых функция 

будет принимать минимальные значения. Используя
необходимое условие экстремума функции несколь"
ких переменных, получаем бесконечную линейную
систему уравнений для определения d

2k
 и M

*

(7)

Система уравнений упрощается, так как
функция Mθ(θ, d

2k
) линейна относительно пара"

метров d
2k

.
Анализ результатов. Система уравнений (7)

совместно с системами для , , , ,  и
их аналогами в первом приближении позволяет
определить равнопрочную форму раздела сред,
напряженно"деформированное состояние ком"
позита, а также оптимальное значение изгибаю"
щего момента M

*
 на контуре раздела сред. Полу"

ченные системы относительно ,  и 
весьма громоздки. Так как 0 < λ < 1, а параметр λ
в высоких степенях входит в данные системы, то
их можно значительно упростить. При решении
большинства важных практических задач каждую
из этих систем можно урезать до двух"трех урав"
нений и получить достаточно точные результаты
для рабочих диапазонов радиуса λ.

Для численной реализации изложенного спосо"
ба совместно решали упомянутые системы. Исполь"
зовали метод урезания алгебраических систем. Ис"
следовали односторонний изгиб составной пластины
постоянными моментами  и всесторон"

ний изгиб моментами  для правильных
нормированных решеток. Урезанные системы урав"
нений решали методом Гаусса с выбором главного
элемента в зависимости от радиуса λ.

В таблице 1 приведены результаты расчетов
коэффициентов d

2k
 при различных значениях ра"

диуса отверстий для квадратной сетки отверстий
(ω

1
 = 2, ω

2
 = 2i), в таблице 2 — для треугольной

сетки отверстий (ω
1
 = 2, ω

2
 = 2exp(iπ / 3)). В рас"

четах было принято для связующего — ν = 0,3;
µ = 2,5 · 105 МПа; для включения — ν

0
 = 0,32;

µ
0
 = 3,6 · 105 МПа.

Аналогично задача может быть рассмотрена для
иных критериев выбора формы границы раздела сред.

Следует отметить, что значение M
*
 можно вы"

бирать заранее из условия обеспечения несущей
способности связующего. Однако расчеты пока"
зывают, что при определении неизвестного оп"
тимального значения M

*
 сумма квадратов откло"

нений уменьшается, т. е. результаты поиска
оказываются более точными.

Оптимальное решение, т. е. найденные коэф"
фициенты d

2k
 функции H(θ), способствует повы"

шению несущей способности составной пластины.
Заключение. Предложен критерий и метод ре"

шения задачи по снижению концентрации напря"
жений в изгибаемой составной пластине (компози"
те). Построена замкнутая система алгебраических
уравнений, позволяющая получить решение задачи
оптимального проектирования составной пласти"
ны (композита) в зависимости от геометрических
и механических характеристик связующего и
подкрепляющих волокон (включений). Найден"
ная форма соединения материалов пластины
обеспечивает минимизацию напряженного со"

Таблица 1 — Результаты расчета коэффициентов  d
2k

для квадратной сетки отверстий

Примечание: ОИ — односторонний изгиб; ВИ — всесторонний
изгиб.

Таблица 2 — Результаты расчета коэффициентов d
2k

для треугольной сетки отверстий
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стояния и повышает несущую способность со"
ставной пластины (композита).

Таким образом, результаты рассмотренной ра"
боты открывают новые возможности оптимально"
го проектирования составных пластин (компози"
тов) за счет выбора формы соединения связующего
и волокон (включений).

Список обозначений

ε — малый параметр;
R

max
 — наибольшая высота неровности профиля

поверхности соединения материалов от окружно"
сти r = λ;
M

x
, M

y
, M

xy
 — удельные изгибающие и крутящие

моменты;
ρ(θ) — функция, описывающая контур соединения
материалов;
d

2k
 — коэффициенты разложения ряда Фурье иско"

мой функции поверхности соединения материалов;
Φ(z), Ψ(z) и Φ

0
(z), Ψ

0
(z) — комплексные потенциалы;

z — комплексная переменная;
D — цилиндрическая жесткость связующего;
D

0
 — цилиндрическая жесткость включения;

ν — коэффициент Пуассона материала связующего;
ν

0
 — коэффициент Пуассона материала включения;

M
*
 — оптимальное значение изгибающего момен"

та на границе раздела сред.
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