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Введение. Цилиндрические оболочки, выпол­
ненные из композиционных материалов (КМ), 
находят все более широкое распространение 
в качестве силовых элементов конструкций аэро­
космической техники, авиационных и морских 
транспортных средств, в качестве резервуаров 
и  реакторов в объектах химической промышлен­
ности и в энергетических установках [1–4], поэ­
тому актуальной является проблема адекватного 
описания механического поведения КМ-оболо­
чек при воздействиях на них различных видов 
нагрузок [4–16]. При этом глубина и точность 
описания зависят как от количества элементов, 
учитываемых в расчетной схеме, так и от исполь­
зуемой теории расчета.

Изгибное поведение слоистых и анизотропных 
оболочек в рамках классической теории, не учи­
тывающей ослабленного сопротивления тонко­
стенных КМ-конструкций поперечным сдвигам, 
рассматривалось в [5, 6, 12, 14–16]. Поперечные 
сдвиги в КМ-оболочках традиционно учитыва­
ют либо в рамках теории Тимошенко–Рейсснера 
[4, 7, 11, 13], либо теории Редди [6, 8, 10].

В подавляющем большинстве публикаций, по­
священных проблеме изгибного деформирования 
тонкостенных КМ-конструкций, рассматривается 
лишь линейно-упругое поведение материалов их 
композиции [4–16]. Однако инженерные изделия 
могут быть выполнены и из КМ-материалов, ком­
поненты которых обладают упругопластическими 
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свойствами [3, 17–19]. Проблема описания упру­
гопластического деформирования КМ-конструк­
ций при квазистатическом и динамическом на­
гружениях находится в стадии становления. Так, 
в  [7] исследовались задачи динамики тонкостен­
ных КМ-конструкций, выполненных из линейно- 
упругих материалов, а также задачи упругопласти­
ческого деформирования слоистых пластин и обо­
лочек, слои которых являются изотропными. В [20] 
на основе деформационной теории пластичности 
в рамках теории Редди исследовано упругопласти­
ческое изгибное деформирование волокнистых 
пластин, а в [21] построена модель упругопласти­
ческого изгиба армированных пластин в предпо­
ложении, что неупругое поведение материалов 
композиции описывается соотношениями теории 
течения с изотропным упрочнением. В работе [22] 
с привлечением этой же механической модели ис­
следован упругопластический изгиб слоисто-во­
локнистых стержней нерегулярной структуры.

Для численного интегрирования динамиче­
ских и квазистатических задач тонкостенных эле­
ментов КМ-конструкций чаще всего используют 
явные схемы типа «крест» [7, 21, 22] или неявный 
метод Ньюмарка [23, 24].

В связи с вышеизложенным настоящее иссле­
дование посвящено моделированию упругопла­
стического поведения гибких армированных зам­
кнутых круговых цилиндрических оболочек при 
их нагружении внутренним давлением с исполь­
зованием явной численной схемы «крест».

Постановка задачи. Рассматривается тонкая 
замкнутая круговая цилиндрическая оболочка 
длиной L, радиуса R и толщиной 2h << min(L, R) 
(рисунок 1), с которой связана цилиндрическая 
система координат r, ϕ и z, где z — осевая коор­
дината (0 ≤ z ≤ L); r, ϕ — полярные радиус и угол 
(R – h ≤ r ≤ R + h, 0 ≤ ϕ < 2π). Оболочка перекрестно 
(спирально) армирована четным числом семейств 
волокон 2K. Семейства волокон разбиты на пары 
так, что в каждой паре материал арматуры один 
и тот же, а волокна разных семейств в паре уложе- 
ны меридионально-симметрично (ψ

2k–1
(z) = ψ

2k
(z)) 

с одинаковыми интенсивностями армирования 
(ω

2k–1
(z) = ω

2k
(z), 1 ≤ k ≤ K), где ψ

k
, ω

k
 — углы (от­

считываемые от направления Oz) и плотности ар­
мирования волокнами k-го семейства (1 ≤ k ≤ 2K) 
(см. рисунок 1 б, где изображен случай K = 1). 
В радиальном направлении Or структура армиро­
вания квазиоднородна. На рисунке 2 изображен 
представительный элемент такой композиции 
при ортогональном армировании: ψ

1
 = –ψ

2
  = 

= π/4 (K = 1).
Далее предполагаем, что на кромках (z = 0, L) 

заданы осесимметричные граничные условия, 
причем скручивание оболочки отсутствует, и кон­
струкция осесимметрично нагружена поперечной 
поверхностной нагрузкой (например, внутренним 
давлением p, как показано на рисунке 1 а). Так 

как структура армирования, нагружение и закре­
пление оболочки осесимметричны, ее деформи­
рование также будет осесимметричным. Вопро­
сы потери устойчивости по неосесимметричным 
формам при задании внешнего давления в настоя­
щей работе не исследуются.

Согласно традиционным теориям изгиба тон­
ких КМ-оболочек, для описания их ослабленного 
сопротивления поперечным сдвигам используем 
следующую аппроксимацию средней сдвиговой 
деформации композиции [4–8]:

(1)

а

б

Рисунок 1 — Цилиндрические КМ-оболочки: 
а — жестко закрепленная только на левой кромке; 

б — жестко закрепленная на обеих кромках

Рисунок 2 — Представительный элемент композиции 
армированной оболочки
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где ε0
rz
 — деформация поперечного сдвига в точках 

срединной поверхности ( ); t
0
 — начальный 

момент времени t; β — параметр переключения, 
позволяющий выбирать ту или иную теорию де­
формирования оболочки.

При  далее получаются соотношения 
классической теории цилиндрических оболо­
чек  [5]; при β = 0 из (1) вытекают соотношения 
теории Рейсснера [4, 7]; при β = 1 — теории Редди 
[6, 8, 10].

Согласно традиционной для тонкостенных 
КМ-элементов конструкций кинематической ги­
потезе [4–8, 10–16, 20, 21, 23], изменяемостью 
перемещения в поперечном направлении Or пре­
небрегаем: , где w — прогиб то­
чек отсчетной поверхности ( ). С учетом этого 
предположения на основании (1) в приближении 
Кармана для осесимметрично деформируемой ци­
линдрической оболочки получим следующие вы­
ражения для тангенциальных перемещений и ос­
редненных деформаций композиции [4, 6, 7, 10]:

где u
z
, uϕ — перемещения точек оболочки в осевом 

и окружном направлениях; u0
z
 — то же для точек 

срединной поверхности ( ); ∂ — оператор част­
ного дифференцирования по переменной z.

Таким образом, в равенствах (1)–(3) неизвест­
ными являются функции w, u0

z
 и ε0

rz
, зависящие 

только от осевой координаты z и времени t.
Уравнения движения тонкой цилиндрической 

оболочки в рассматриваемом приближении име­
ют вид [4, 6, 7]:

где

F
zz

, Fjj, F
zr
 — мембранные и поперечная силы 

в оболочке; M
zz

 — изгибающий момент; σ(±)
rr
 — за­

данные на внешней (+) и внутренней (–) лицевых 
поверхностях нагрузки (на рисунке 1 а изобра­
жен случай σ(+)

rr
 ≡ 0 и σ(–)

rr
 = –p); r

0
, r

k
 — объемная 

плотность материала связующего и арматуры k-го 
семейства; ω

0
 — относительное объемное содер­

жание связующего в представительном элементе 

(2)

(3)

(4)

(5)

композиции; r — объемная плотность материала 
композиции оболочки; g — введенная для удоб­
ства функция [21]; точка означает операцию част­
ного дифференцирования по времени t.

Материалы фаз композиции предполагаются 
однородными и изотропными, а их упругопла­
стическое деформирование описывается соот­
ношениями теории Прандтля–Рейсса–Хилла. 
Повторяя рассуждения из работы [21] (см. фор­
мулы (10)–(32)) и учитывая традиционную для 
тонкостенных элементов конструкций силовую 
гипотезу  [4–8, 10–16, 20, 21, 23], 
получим линеаризованные определяющие урав­
нения для композиции оболочки, записанные 
в матричном виде:

где

σ, ε — пятикомпонентные векторы-столбцы, эле­
ментами которых являются осредненные напря­
жения и деформации в композиции σ

ij
, ε

ij
; B  — 

5×5-матрица, вычисляемая по формуле (33) 
из [21], элементы b

ij
 которой зависят от структуры 

армирования и механического состояния мате­
риалов компонентов композиции; T — операция 
транспонирования.

Силовые факторы в (4) и средние напряжения 
в композиции связаны соотношениями [4–8]:

Как показано в [21], из равенств (6) при уче­
те (1) вытекает, что в рамках теории Редди (β = 1) 
[6,  8, 10, 20] на лицевых поверхностях оболоч­
ки тождественно выполняются силовые гранич­
ные  условия по касательным напряжениям: 
σ

zr
(t, z, ±h) = 0. Согласно же классической тео­

рии (ε0
zr
 ≡ 0) [4–6, 23] и теории Рейсснера (β = 0) 

[4, 7], эти граничные условия удовлетворить 
не удается.

Для однозначного интегрирования рассматри­
ваемой задачи на кромках оболочки следует задать 
силовые [6]

и кинематические [21] (см. (2) при учете (5))

(6)

(7)

(8)

(9)
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граничные условия. Кроме того, должны быть за­
даны и начальные условия [21]:

где

F
z
, F

r
 — осевая и радиальная силы, действующие на 

кромках; M
z
 — заданный на кромках изгибающий 

момент; U
z*

, u
r*

 — заданные на кромках перемеще­
ния; u

r0
, U

z0
, v

r0
, V

z0
 — заданные начальные переме­

щения и скорости точек оболочки. В силу осевой 
симметрии задачи при отсутствии скручивания 
оболочки на каждой кромке могут быть заданы 
по три смешанных из (8) и (9) граничных условий 
(например, при шарнирном опирании кромки).

Метод решения. Численное решение рассма­
триваемой задачи построим на основе метода ша­
гов по времени [7, 21–24], т. е. будем определять 
неизвестные функции в дискретные моменты вре­
мени t

n+1
 = t

n
 + t, где t = const > 0 — шаг по време­

ни. При этом считаем, что в моменты времени t
m
 

известны значения следующих величин:

Используя (7), в момент времени t
n
 при уче­

те (12) можно вычислить все функции, входящие 
в правые части равенств (4).

Для аппроксимации производных по време­
ни t используем центральные конечные разности 
[7,  21, 22]. Это позволяет построить явную чис­
ленную схему. Заменив в левых частях равенств 
(4) производные по времени конечно-разностны­
ми аналогами, при учете обозначений, подобных 
(12), получим:

(10)

(11)

(12)

(13)

Добавляя к (13) требуемые граничные условия 
на кромках (8), (9) при учете (11) и заменяя в ра­
венствах (8), (13) производные ∂(•) от известных 
в момент времени t

n
 функций (см. (12)) их конеч­

но-разностными аналогами по переменной z на 
трехточечных шаблонах, построим явную схему 
«крест» [7, 21, 22] для численного интегрирования 
исследуемой задачи. При известных из (13) функ- 
 
циях ,  и  по первой формуле (5) можно опре­

делить функцию , после чего на основании со­
отношений (1) и (3) в каждой точке оболочки 
можно вычислить средние деформации компози- 
 
ции ,  и . Далее решение рассматриваемой 
задачи строится так, как описано в [21] (см. фор­
мулы (49)–(51)).

Структура левых частей равенств (13) сви­
детельствует о том, что для начала расчета по  
 
явной схеме «крест», кроме функций ,  и , из­
вестных из начальных условий (10) при учете (11),  
 
необходимо знать и функции  (см. (13) при 
n = 1). Согласно [21], значения этих функций 
определим по формуле Тейлора, учитывая на­
чальные условия (10) и уравнения движения (4) 
при t = t

0
:

Приближенные равенства в (14) выполняются 
с точностью t3, при этом нулевые значения справа 
получаются при естественном начальном состоя­
нии конструкции, когда оболочка покоится: u

r0
 ≡ 0, 

v
r0

 ≡ 0, U
z0

 ≡ 0, V
z0

 ≡ 0 (см. (10) и (11)), а внешние 
нагрузки отсутствуют: σ(±)

rr
(t

0
, z) ≡ 0, 0 ≤ z ≤ L (см. (4)).

Необходимые условия устойчивости схемы 
«крест» вытекают из условия Куранта–Фридрихса–
Леви и для армированной оболочки определяются 
неравенствами, аналогичными (60) из [21]. Как по­
казано в [21], если условие Куранта выполняется 
для каждого компонента композиции оболочки, 
то оно с запасом выполняется и для композиции 
в целом при любых параметрах структуры армиро­
вания ψ

k
 и ω

k
 (0 ≤ k ≤ 2K). Поэтому далее используем 

именно такой упрощенный критерий устойчивости 
численной схемы «крест».

Обсуждение результатов расчетов. В качестве 
конкретных примеров рассмотрим упругопласти­
ческое поведение армированных цилиндрических 
оболочек с разными размерами L, R и 2h. Оболоч­
ки могут быть либо жестко закреплены на обеих 
кромках (см. рисунок 1 б и равенства (9) при u

r*
 = 0, 

(14)
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u
z*

  =  0,  z
*
 = 0, L), либо жестко закреплены 

на левой кромке (см. (9) при u
r*
 = 0, u

z*
 = 0,  

z
*
  =  0) и свободны от опирания и нагружения на 

правой кромке (см. рисунок 1 а и соотношения (8) 
при F

r
 = F

z
 = 0, M

z
 = 0, z = L).

Конструкции нагружаются избыточным вну­
тренним давлением по следующему закону (см. 
(4), (13)) [23]:

;

где

t
max

 — момент времени, при котором нагрузка p(t) 
достигает максимального значения p

max
 > 0; t

min
 — 

момент времени, при котором давление p(t) пре­
небрежимо мало по сравнению с p

max
 (в частности, 

соотношение (16) соответствует условию p(t
min

) = 
= 0,01p

max
). В случае нагрузки, порожденной воз­

душной взрывной волной, согласно [23], в (15) 
и  (16) можно использовать экспериментальные 
данные: t

max
 = 0,1 мс и t

min
 = 2 мс или t

min
 = 200 мс.

Предполагаем: в начальный момент времени 
t = t

0
 = 0 оболочки покоятся в естественном состо­

янии (см. (10) при u
r0

 ≡ 0, v
r0

 ≡ 0, u
z0

 ≡ 0, v
z0

 ≡ 0, , 
). Из (15) имеем, что при t = 0 нагрузка отсут­

ствует, следовательно, справедливы приближенные 
равенства (14).

Оболочки изготовлены из эпоксисвязующего 
и усилены двумя (K = 1) семействами стекловоло­
кон марки S-994. Упругопластическое деформи­
рование материалов фаз композиции описывается 
диаграммой с линейным упрочнением на стадии 
активного нагружения:

где σ, ε — напряжение и деформация материала 
при растяжении–сжатии; E

k
, E(k)

y
 — модули Юнга 

и упрочнения материала k-го компонента компо­
зиции; σ(k)

y
, ε(k)

y
 — предел текучести и соответствую­

щая ему деформация для того же материала. Фи­
зико-механические характеристики материалов 
фаз композиции приведены в таблице, где n — ко­
эффициент Пуассона, a — скорость звука.

Рассматриваются оболочки с однородными 
структурами армирования: ψ

1
 = –ψ

2
 = const, ω

1
 = 

= ω
2
 = const.

(15)

(16)

(17)

В качестве меры податливости конструкций 
примем величину

На рисунке 3 изображены зависимости w
m
(ψ

1
), 

рассчитанные для коротких (R = L = 1 м: кривые 
1–3 и 1′–3′) и весьма коротких (R = 3 м, L = 1 м: 
кривые 1″–3″) оболочек толщиной 2h = 10 см при 
плотностях армирования ω

1
 = ω

2
 = 0,25. Конструк­

ции нагружены избыточным давлением взрывно­
го типа, причем t

min
 = 200 мс (см. (16)). Кривые 1–3 

рассчитаны при p
max

 = 7 МПа (см. (15)), а  линии 
1′–3′ и 1″–3″ — при p

max
 = 4 МПа. Кривые 1–3 

и  1″–3″ получены для оболочек, жестко закре­
пленных на обеих кромках (см. рисунок 1 б), а ли­
нии 1′–3′ — для оболочки, закрепленной только 
на левой кромке (см. рисунок 1 а). Кривые 1, 1′ 
и 1″ определены по теории Редди (b = 1), линии 2, 
2′ и 2″ — по теории Рейсснера (b = 0), а кривые 3, 
3′ и 3″ — по классической теории.

Поведение правых участков кривых на рисун­
ке  3 свидетельствует о том, что при армировании 
рассматриваемых оболочек по направлениям, близ­
ким к окружным (ψ

1
 = –ψ

2
 ≈ p/2), расчеты податли­

вости, выполненные по разным теориям, различа­
ются пренебрежимо мало. Левые же участки кривых 
1–3 и 1″–3″ указывают на то, что для соответствую­
щих оболочек, закрепленных на обеих кромках, при 
армировании по направлениям, близким к продоль­
ным (ψ

1
 = –ψ

2
 ≈ 0), податливость, определенная по 

разным теориям, может существенно различаться. 
При этом расчеты, выполненные по классической 
теории (кривые 3 и 3″), для таких оболочек при ука­
занных углах армирования следует признать непри­
емлемыми, так как классическая теория значительно 
занижает податливость конструкций по сравнению 

(18)

Материал r, кг/м3 n s
y
, МПа E, ГПа Е

у
, ГПа а, м/с

Эпоксидная смола 1210 0,33 20 2,8 1,114 1521,2

Стекловолокно S-994 2520  0,25 4500 86,8 6,230 5868,9

Таблица — Физико-механические характеристики материалов компонентов композиции конструкций [17, 18]

Рисунок 3 — Зависимость максимального по модулю прогиба 
КМ-оболочки от угла армирования
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с расчетами, выполненными по более точным тео­
риям Редди и Рейсснера (кривые 1, 2 и 1′, 2″).

Если в качестве критерия рационального ар­
мирования цилиндрических оболочек использо­
вать условие минимума величины (18), то, соглас­
но поведению кривых 1–3 и 1′–3′ на рисунке 3, для 
коротких оболочек (R = L = 1 м) рациональным 
будет окружное армирование (ψ

1
 = –ψ

2
 = p/2). 

При этом расчеты податливости, выполненные 
по разным теориям, практически совпадают. Со­
гласно же поведению кривых 1″–3″, в случае весь­
ма короткой оболочки (R = 3 м, L = 1 м), жестко 
закрепленной на обеих кромках, рациональным 
является продольное армирование (ψ

1
 = –ψ

2
 = 0). 

При этом значения податливости, рассчитанные 
по трем рассматриваемым теориям, существенно 
различаются.

Дополнительные расчеты показали, что в слу­
чае квазистатического нагружения (t

max
 ≈ 1 c; 

см.  (15) и (16)) рассматриваемых конструкций 
зависимости w

m
(ψ

1
) качественно аналогичны кри­

вым, изображенным на рисунке 3, но значения 
w

m
 при этом примерно на 40% меньше значений 

ординат точек на соответствующих кривых рисун­
ка 3. Кроме того, расчеты, выполненные для длин­
ных оболочек и оболочек средней длины, свиде­
тельствуют о том, что зависимости w

m
(ψ

1
) в  этих 

случаях качественно подобны кривым 1′–3′ на 
рисунке 3, т. е. для таких оболочек рациональным 
является окружное армирование.

На рисунке 4 изображены осцилляции точек 
центрального сечения весьма коротких цилин­
дрических оболочек (w

0
(t) = w(t, L/2), R = 3 м, 

L = 1 м). Кривые 1″–3″ на рисунке 4 рассчитаны 
при тех же условиях, что и кривые 1″–3″ на рисун­
ке 3. Ординаты точек первых локальных максиму­
мов на кривых рисунке 4 совпадают с ординатами 
левых точек на кривых 1″–3″ рисунке 3 (ψ

1
  = 0). 

Сравнение ординат этих точек показывает, что 
при рациональном продольном армировании 
весьма коротких цилиндрических оболочек клас­
сическая теория (кривые 3″) занижает расчетную 
податливость конструкции на 54% по сравнению 
с теорией Редди (кривые 1″), а теория Рейссне­
ра (кривые  2″) — на 10%. Так как в отличие от 
классической теории и теории Рейсснера теория 

Редди учитывает в первом приближении искри­
вление поперечной нормали оболочки, расчеты, 
выполненные по последней теории, в рамках на­
стоящего исследования целесообразно принять 
за эталонные.

Сравнение сплошной кривой 1″ с пунктирной 
линией 2″ на рисунке 4 показывает, что с течением 
времени различие решений, полученных по двум 
традиционным неклассическим теориям, увеличи­
вается (см. правые участки кривых на рисунке 4).

Выше рассматривались относительно толстые 
оболочки (2h/L = 1/10). Расчеты показывают, что 
не только для относительно толстых и весьма ко­
ротких цилиндрических оболочек (см. рисунок 4), 
но и для весьма тонких и длинных армированных 
оболочек динамические расчеты, выполненные 
по теориям Рейсснера и Редди, с увеличением 
времени начинают значительно различаться. Так, 
на рисунке 5 изображены зависимости w

0
(t), рас­

считанные для тонкой длинной цилиндрической 
оболочки (2h = 1 см, R = 1 м, L = 4 м), рациональ­
но армированной в окружном направлении (ψ

1
 = 

= –ψ
2
 = p/

2
, w

1
 = w

2
 = 0,15), жестко закрепленной 

на обеих кромках и нагруженной избыточным 
давлением взрывного типа (p

max
 = 3 МПа, t

min
 = 

= 2 мс; см. (15)). Согласно (16), при t > t
min

 = 2 мс 
колебания такой оболочки можно рассматривать 
как свободные.

На рисунке 5 а приведена зависимость w
0
(t), 

рассчитанная по теории Редди. Почти неотли­
чимой от нее получается зависимость w

0
(t), по­

лученная по теории Рейсснера; заметное разли­
чие в расчетах податливости наблюдается лишь 

Рисунок 4 — Осцилляции точек центрального сечения весьма 
короткой цилиндрической оболочки в поперечном направлении, 

рассчитанные по разным теориям

а

б

Рисунок 5 — Осцилляции точек центрального сечения тонкой 
длинной цилиндрической оболочки в поперечном направлении: 
а — расчет по теории Редди; б — расчеты по теориям Редди 

и Рейсснера в окрестности момента времени t = 500 мс



74

ISSN 1995-0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2018. № 2 (43)

в  окрестности момента времени t ≈ 500 мс. Поэ­
тому на рисунке 5 б изображены соответствующие 
зависимости на интервале времени 460 ≤ t ≤ 500 мс, 
где сплошная кривая 1 рассчитана по теории Ред­
ди, а пунктирная линия 2 — по теории Рейсснера. 
Согласно поведению этих кривых, на интервале 
времени 468 ≤ t ≤ 485 мс наблюдается значитель­
ное различие расчетной податливости рассматри­
ваемой оболочки, определенной по этим неклас­
сическим теориям.

Для объяснения того факта, почему с течени­
ем времени динамические расчеты, выполненные 
по теориям Рейсснера и Редди, начинают значи­
тельно различаться даже для тонких оболочек, 
рассмотрим эпюры прогибов w(t, z) в некоторые 
фиксированные моменты времени t. На рисунке 6 
изображены зависимости w(z), определенные по 
теории Редди при t = 0,6 мс (кривая 1), t = 243,7 мс 
(линия 2) и t = 435,3 мс (кривая 3). Расчет прово­
дился при тех же условиях, что и в случае рисун­
ка 5. Так как закрепление, нагружение и структура 
армирования оболочки симметричны относитель­
но центрального сечения z = L/2, зависимости w(z) 
также симметричны относительно этого сечения 
(w(z) = w(L – z), 0 ≤ z ≤ L/2), поэтому на рисунке 6 
изображены лишь левые половины графиков w(z). 
Точки А, В и С на рисунке 6 соответствуют точкам 
А, В и С на рисунке 5 а, что дает наглядное пред­
ставление о моментах времени, в которые получе­
ны эпюры прогибов на рисунке 6.

Кривая 1 на рисунке 6 соответствует момен­
ту времени, в который достигается первый ло­
кальный максимум. Поведение кривой 1 на ри­
сунке 6 свидетельствует о том, что в окрестности 
начального момента времени (t = 0,6 мс) почти 
всюду в  оболочке реализуется безмоментное на­
пряженное состояние (см. протяженный горизон­
тальный участок на кривой 1). Именно поэтому 
в окрестности начального момента времени тео­
рии Рейсснера и Редди приводят к очень близким 
результатам. Кроме того, при квазистатическом 
нагружении такой конструкции внутренним дав­

лением эпюра прогибов получается аналогичной 
кривой 1 на рисунке 6, поэтому и расчеты подат­
ливости, выполненные по этим двум теориям, 
практически неразличимы; в силу тонкости рас­
сматриваемой оболочки вполне приемлемый ре­
зультат дает и классическая теория при квазиста­
тическом нагружении оболочки.

В случае же динамического нагружения кон­
струкции с течением времени начальное, почти 
безмоментное состояние в длинной цилиндриче­
ской оболочке «распадается», и доминирующи­
ми становятся изгибные деформации, о чем сви­
детельствует сравнение кривых 2 и 3 с линией 1 
на рисунке 6. При этом с течением времени вся 
конструкция начинает испытывать поперечное 
сдвиговое деформирование (а не только в зонах 
краевых эффектов, как в случае, которому соот­
ветствует кривая 1), интенсивность которого воз­
растает. Именно поэтому в окрестности момента 
времени t = 500 мс после многократных осцил­
ляций оболочки (см. рисунок 5 а) наблюдается 
существенное различие в прогибах конструкции, 
определенных по теориям Рейсснера и Редди 
(см. рисунок 5 б).

Сравнение кривых на рисунке 6 показывает, 
что максимальный по модулю прогиб конструк­
ции может возникнуть после нескольких десятков 
свободных колебаний цилиндрической оболочки, 
причем в сечении, не совпадающем с централь­
ным (z = L/2 = 2 м). Действительно, максималь­
ный прогиб на рисунке 6 достигается на кривой 3 
(t = 435,3 мс) в точке z = 0,4 м.

Заключение. Проведенный анализ упругопла­
стического осесимметричного деформирования 
гибких волокнистых цилиндрических оболочек 
показал, что в отличие от гибких пластин [21], наи­
более часто используемая в расчетной практике 
неклассическая теория Рейсснера не гарантирует 
получения приемлемой точности определения по­
датливости не только для весьма коротких и от­
носительно толстых цилиндрических оболочек 
(как при динамическом, так и квазистатическом 
нагружениях), но и для тонких длинных армиро­
ванных оболочек при динамическом их нагруже­
нии, так как для таких конструкций при расчетных 
временах порядка одной секунды и более прогибы, 
рассчитанные по традиционным неклассическим 
теориям Рейсснера и Редди, существенно разли­
чаются. При этом для проведения практических 
расчетов следует рекомендовать использование те­
ории Редди, так как, в отличие от теории Рейсснера, 
она в первом приближении учитывает искривле­
ние  поперечной нормали оболочки, а сложность 
реализаций обеих теорий почти одинакова.

В силу геометрической и физической нели­
нейности рассматриваемой задачи максималь­
ный по модулю прогиб цилиндрической оболоч­
ки может возникнуть после большого количества 
ее колебаний в поперечном направлении, а не на 

Рисунок 6 — Эпюры прогибов тонкой длинной цилиндрической 
оболочки, рассчитанные по теории Редди 

в разные моменты времени
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первой осцилляции, как это предполагается в ра­
ботах [7, 21, 23].

Результаты динамических расчетов упруго­
пластического изгиба тонких цилиндрических ар­
мированных оболочек свидетельствуют о том, что 
наиболее вероятный механизм начального разруше­
ния таких конструкций заключается в  накоплении 
повреждений, порожденных малоцикловой устало­
стью материала связующей матрицы, в котором воз­
никает знакопеременная пластичность за счет зна­
чительных поперечных колебаний конструкции.
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MODELING OF AXISYMMETRIC ELASTOPLASTIC DEFORMATION 
OF CYLINDRICAL FIBROUS SHELLS

The problem of elastoplastic axisymmetric deformation is formulated for flexible reinforced circular cylindrical 
shells under dynamic and quasi-static action of internal excessive pressure. The weakened resistance to transverse 
shear is modeled by the nonclassical Reddy and Reissner theories. The geometric nonlinearity is taken into account 
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in the Karman approximation. The inelastic behavior of phase materials of composition is described by relations 
of flow theory with isotropic hardening. The explicit finite-difference “cross” scheme is used for the numerical 
integration of the problem. The dynamic and quasi-static elastoplastic deformation is studied for short, very short 
and long cylindrical fibrous shells of different relative thickness. The dependences of the maximum deflections on 
the angles of spiral reinforcement are obtained for such structures. It is shown that depending on the length of the 
shell and its relative thickness, longitudinal or circumferential reinforcement can be rational by the criterion of the 
minimum of deflection of the structure. It is demonstrated that the Reissner theory, which does not take into account 
the curvature of the shell transverse normal, does not always guarantee the satisfactory results of calculations of the 
dynamic behavior of cylindrical composite shells, especially at the calculated time values of one second or more. 
It is found that due to the geometric nonlinearity of the problem under consideration, the maximum deflections 
modulo may occur after a large number of oscillations of the reinforced structure, rather than in the vicinity of the 
initial moment of time when the shell is subjected to intense short-term dynamic loading.

Keywords: cylindrical shell, reinforcement, geometric nonlinearity, Reddy theory, elastic-plastic deformation, 
Reissner theory, explosive loads, numerical “cross” scheme
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