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Введение. Слоистые конструкции, в том числе 
трехслойные, при относительно небольшой мас-
се сочетают в себе не только высокую изгибную 
жесткость и прочность, но и способны противо-
стоять тепловым, химическим, радиационным 
и некоторым другим негативным воздействиям. 
Благодаря этому они нашли широкое применение 
в аэрокосмическом комплексе, машиностроении, 
приборостроении и строительстве. Конструктивно 
трехслойные системы состоят из внешних проч-
ных слоев малой толщины, между которыми поме-
щается относительно толстый заполнитель. Более 
легкий, хотя и менее прочный, он обеспечивает со-
вместную работу и устойчивость всей системы.

Основы теории слоистых элементов конструк-
ций были заложены еще в начале прошлого столе-
тия [1, 2]. На сегодняшний день издано несколько 
десятков тысяч работ, посвященных этой тематике, 
однако и сейчас область исследований популярна 
и  продолжает развиваться. Разработке общей те-
ории деформирования слоистых элементов кон-
струкций под действием квазистатических и дина-
мических нагрузок посвящены монографии [3, 4]. 

Решению проблем практического использова-
ния композиционных материалов в тонкостенных 
конструкциях посвящена монография [5]. Рас-
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смотрен ряд задач по устойчивости и колебаниям 
однослойных, трехслойных и слоистых оболочек, 
подкрепленных ребрами жесткости и упругими 
цилиндрами, выведены соответствующие диффе-
ренциальные уравнения и предложены методы их 
решения. 

В монографии [6] получены решения ряда за-
дач термоупругости для слоистых конструкций. 
Изучены различные аспекты, возникающие при 
исследовании напряжений в слоях под действием 
теплового потока. Также влиянию температурного 
поля на деформирование трехслойных стержней, 
пластин и оболочек посвящены работы [7–9].

Деформирование упругих и упругопласти-
ческих трехслойных стержневых элементов кон-
струкций при однократных и квазистатических пе-
ременных нагрузках в терморадиационных полях 
рассмотрено в монографии [10]. Предложены по-
становки ряда краевых задач и их аналитические 
решения, выполнен численный параметрический 
анализ напряженно-деформированного состояния 
трехслойных стержней при комплексных сило-
вых, тепловых и радиационных воздействиях. 

В работах [11–12] рассмотрено осесимме-
тричное и неосесимметричное деформирова-
ние трехслойной пластины в своей плоскости. 
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В статьях [13–14] исследовано влияние сжима-
емости заполнителя на напряженно-деформиро-
ванное состояние трехслойных круговых и пря-
моугольных пластин.

Целое направление исследований слоистых 
конструкций посвящено моделированию и рас-
чету трехслойных стержней, оболочек и пластин, 
связанных с деформируемым основанием. В тече-
ние долгого времени единственной расчетной мо-
делью для основания была однопараметрическая 
модель Винклера. В монографии [15] приведены 
постановки и решения ряда задач статики для упру-
гих и  упругопластических трехслойных стерж-
ней и  пластин, связанных с упругим основанием 
Винклера. Рассмотрено воздействие равномерно 
распределенных, локальных и погонных нагрузок. 
Деформирование композитной пластины локаль-
ными нагрузками исследовано в статье [16].

В статьях [17–18] рассмотрены собственные 
и вынужденные колебания трехслойных пластин, 
связанных с упругим основанием Винклера и  на-
ходящихся под действием гармонических, импуль-
сных и резонансных нагрузок. Кинематика дефор-
мирования принята соответствующей гипотезам 
ломаной линии, решения построены в виде разло-
жения в ряд по системе собственных ортонормиро-
ванных функций. Изучены частоты собственных 
колебаний при различных граничных условиях. 

Анализ полномасштабных экспериментов с пли-
тами на упругом основании показал, что использо-
вание модели основания Пастернака при описании 
деформирования конструкции позволяет добиться 
более точного определения перемещений, чем ис-
пользование модели Винклера [19]. 

В статье [20] исследовали нелинейный изгиб 
двухслойных ортотропных прямоугольных листов 
графена на двухпараметрическом основании под 
действием поперечных нагрузок. Дифференциаль-
ные нелинейные уравнения в частных производных 
решены численно методом дифференциальных ква-
дратур. Рассмотрено влияние геометрии пластины, 
граничных условий, жесткость упругого основания.

В работе [21] исследовали геометрически не-
линейное деформирование функционально-гра-
диентной кольцевой пластины с двумя пьезо
электрическими слоями, связанной с основанием 
Пастернака. 

В статье [22] исследованы колебания прямо
угольных сэндвич-пластин, опирающихся на уп
ругое основание Пастернака при различных гра-
ничных условиях. Предполагалось, что пластина 
изготовлена из керамического основного слоя 
с  металлическим или керамическим покрытием 
с  экспоненциально-градиентным материалом. Ис-
следовано влияние параметра неоднородности, 
толщины и характеристик основания на собствен-
ные частоты и критические характеристики устой-
чивости. Колебания круговых трехслойных метал-
лополимерных пластин на основании Пастернака 

рассматривали в [23]. В статье [24] исследованы 
нелинейные колебания сэндвич-пластин, состоя-
щих из двух металлических лицевых слоев и пори-
стого заполнителя, усиленного графеном. Пластина 
связана с упругим основанием Пастернака, учтена 
тепловая среда и демпфирование.

В статье [25] выполнен сравнительный анализ 
математических моделей основания фундамент-
ных плит. Выполнен анализ результатов испы-
таний круглого штампа под воздействием силы 
и  момента. Сделан вывод о необходимости ис-
пользования модели упругого основания, отлич-
ной от винклеровской, и введении в расчетную 
схему тех частей основания, которые расположе-
ны за пределами конструкции. 

Решение задачи об осесимметричном деформи-
ровании несимметричных по толщине упругих трех-
слойных пластин на основании Пастернака получе-
но в работе [26–28]. Напряженно-деформированное 
состояние сэндвич-пластин исследовалось автором 
в [29]. Здесь, в отличие от предыдущих публикаций, 
проведено сравнение постановок и решений крае-
вых задач для трехслойных круговых пластин, свя-
занных с основаниями Винклера и Пастернака. При 
основании Винклера известное решение приведено 
в функциях Кельвина. В случае модели Пастернака 
аналитическое решение краевой задачи выписано 
в  функциях Бесселя. Выполнено численное срав-
нение перемещений и напряжений, полученных по 
обеим моделям при равномерно распределенной на-
грузке и жесткой заделке контура пластины.

Постановка краевой задачи. Рассматривается 
упругая трехслойная круговая пластина, покояща-
яся на упругом основании (рисунок 1), находяща-
яся под действием осесимметричной поперечной 
поверхностной нагрузки q  =  q(r). Несущие слои 
приняты изотропными, для которых выполняются 
гипотезы Кирхгофа о несжимаемости, прямоли-
нейности и перпендикулярности нормали к дефор-
мированной срединной плоскости слоя. Для доста-
точно толстого легкого несжимаемого по толщине 
заполнителя применяется модель Тимошенко, при 
этом деформированная нормаль остается прямоли-
нейной, не изменяет своей длины, но поворачивается 
на некоторый дополнительный угол ψ. Цилиндриче-
ская система координат r, φ, z, в которой проводится 

Рисунок 1 — Расчетная схема трехслойной пластины
Figure 1 — Design scheme of a three-layer plate
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постановка и решение краевой задачи, связана со 
срединной плоскостью заполнителя. Радиальные пе-
ремещения линейно изменяются по толщине слоев, 
тангенциальные перемещения в слоях отсутствуют 
u(k)

φ = 0 (k = 1, 2, 3 — номер слоя).
Прогиб пластины w, относительный сдвиг 

в заполнителе ψ и радиальное перемещение коор-
динатной плоскости u не зависят от координаты φ, 
т. е. w(r), ψ(r), u(r). В дальнейшем эти функции 
считаются искомыми. Через hk обозначена толщи-
на k-го слоя, h3 = 2c. На контуре пластины присут-
ствует жесткая диафрагма, препятствующая отно-
сительному сдвигу слоев. Деформации считаются 
малыми. На нижнюю поверхность пластины дей-
ствует реакция основания qR. 

Однопараметрическая модель Винклера пред-
полагает, что реакция основания qR в каждой точ-
ке поверхности контакта прямо пропорциональна 
осадке в той же точке [15]:

где κ0 — коэффициент пропорциональности, на-
зываемый коэффициентом постели, Па/м; w(r) — 
прогиб пластины, совпадающий с осадкой осно-
вания, м.

Практика расчетов показывает, что модель 
Винклера позволяет получить хорошее совпадение 
с действительностью при возведении фундаментов 
на сильносжимаемых грунтах (при Егр ≤ 5 МПа), на 
лессовых просадочных грунтах, а также при огра-
ниченной толще сжимаемых грунтов, подстилае-
мых практически недеформируемыми, например 
скальными, породами [30]. Большинство реальных 
оснований, например плотные и скальные грунты, 
имеют распределительную способность, при кото-
рой в работу вовлекаются не только непосредствен-
но нагруженные части основания, но и области за 
пределами приложения нагрузки. Это требует при-
менения более сложной математической модели 
деформирования основания.

Двухпараметрическая модель учитывает рас-
пределительные свойства основания, позволяя 
описывать не только его сжатие, но и сдвиг [31]: 

где κ0 — коэффициент сжатия основания, Па/м; 
tf  — коэффициент сдвига основания, Па·м; Δ  — 
оператор Лапласа:

В работе Власова [32] для определения коэф-
фициентов двухпараметрической модели основа-
ния предложены следующие формулы: 

(1)

(2)

(3)

где Егр, νгр — модуль Юнга и коэффициент Пуассо-
на упругого основания; ϕ(z) — функция попереч-
ного распределения перемещений; Н — толщина 
сжимаемого слоя грунта, м.

Можно видеть из формул (3), что коэффици-
ент κ0 характеризует работу упругого основания 
на сжатие и тем самым формально совпадает 
с коэффициентом постели Винклера (1), а коэф-
фициент tf определяет работу упругого основа-
ния на сдвиг. 

Функция ϕ(z) в соответствии с условиями за-
дачи может быть выбрана в виде [32]

где γ — некоторый коэффициент, характеризую-
щий быстроту затухания осадок по глубине осно-
вания.

Перейдем к математической постановке зада-
чи. В соответствии с гипотезой прямолинейности 
нормали заполнителя имеем:

где εrz
(3) — сдвиговые деформации в заполнителе

Проинтегрировав это выражение и используя 
ранее введенные кинематические гипотезы в не-
сущих слоях, получим следующие радиальные пе-
ремещения в слоях ur

(k):

где (u + cψ) — величина смещения верхнего не-
сущего слоя за счет деформации заполнителя; 
(u – cψ) — величина смещения нижнего несу-
щего слоя; z  — координата рассматриваемого 
волокна.

Радиальные и окружные деформации в слоях 
следуют из соотношений Коши и перемещений (4):

Предполагается, что связь напряжений и де-
формаций в слоях описывается соотношениями 
линейной теории упругости: 

где σ(k), ε(k), sα
(k), эα

(k) — шаровые и девиаторные со-
ставляющие тензоров напряжений и деформаций 
(α = r, ϕ); Gk — модуль сдвига; Kk — модуль объ-
емной деформации. 

(4)

(5)

(6)
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Используя компоненты тензора напряжений σα
(k), 

введем обобщенные внутренние силы и моменты 
в пластине:

Если характер реакции основания qR не ого-
варивается, то вид уравнений равновесия в обоб-
щенных усилиях рассматриваемой пластины не 
зависит от модели упругого основания. В случае 
основания Винклера они получены из вариаци-
онного принципа Лагранжа в [15], при основании 
Пастернака — в [26]. Cистема уравнений имеет вид:

На контуре пластины (r = R) должны выпол-
няться силовые граничные условия:

где T 0
r, Q0, H 0

r, M 0
r — усилия и моменты, заданные 

на контуре пластины.
Подставив в закон Гука (6) деформации (4) 

и воспользовавшись соотношениями (7), получим 
выражения обобщенных усилий Tα, Hα, Mα через 
три искомые функции:

(7)

(8)

(9)

(10)

где .

Внутренние усилия с индексом «φ» следуют 
из соответствующих формул (10), если в них по-
менять местами коэффициенты K+

k и K–
k. 

Подставив полученные выражения (10) в урав-
нения (8), имеем следующую систему уравнений 
равновесия в перемещениях, описывающую из-
гиб круговой трехслойной пластины на упругом 
основании:

где коэффициенты ai и линейные дифференциаль-
ные операторы L2, L3

Краевая задача по определению перемещений 
в круглой пластине на упругом основании замы-
кается присоединением к (11) силовых (9) или ки-
нематических граничных условий. В частности, 
при жесткой заделке контура пластины должны 
выполняться требования (при r = R):

u = 0; ψ = 0; w = 0; w,r = 0.

При шарнирном опирании контура пластины:

u = 0; ψ = 0; w = 0; Mr = 0.

(11)

(12)

(13)
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В случае свободного опирания контура пла-
стины:

ψ = 0; Tr = 0; Mr = 0; Q = 0,

где Tr, Mr — внутренние усилия (10).
Решения краевых задач. Сформулирован-

ная краевая задача (11)–(14) различается для ос-
нований Винклера и Пастернака использованием 
гипотез (1) или (2). В случае основания Винклера 
система дифференциальных уравнений равнове-
сия (11) приводится к виду:

где С11, С12, С13, С14 — константы интегрирования, 
определяемые из граничных условий (12)–(14);

Здесь и далее нижний индекс 1 введен в реше-
нии для модели Винклера, индекс 2 — для модели 
Пастернака. 

При использовании модели основания Пастер-
нака (2) реакция основания qR не просто линейно 
зависит от прогиба, но и включает оператор Ла-
пласа, тем самым система уравнений равновесия 
существенно усложняется:

где С21, С22, С23, С24 — константы интегрирования, 
определяемые из граничных условий.

Таким образом, системы (15) и (16) отличают-
ся наличием слагаемого «–tfDΔw» в третьем урав-
нении (16), которое учитывает влияние касатель-
ных напряжений на деформирование упругого 
основания. При его отсутствии системы (15) и (16) 
совпадают. В связи с ограниченностью искомого 
решения в начале координат для сплошных пла-
стин необходимо положить С12 = С14 = С22 = С24 = 0.

Далее выпишем решения третьих уравнений 
в системах (15), (16) для прогиба, так как отно-
сительные сдвиги в заполнителях и радиальные 
перемещения координатной плоскости через него 
выражаются. 

Согласно модели Винклера при равномер-
но распределенной нагрузке q = q0 = const реше-
ние для прогиба получено в [15] через функции 
Кельвина: 

(14)

(15)

(16)

(17)

В случае основания Пастернака прогиб полу-
чен через функции Бесселя [26]:

где а, a – — величины, выражаемые через параме-
тры пластины и основания; .

Так как прогиб и его первая производная 
в  центре пластины должны быть конечными, то 
в решениях (17), (18) необходимо положить С17 = 
= С18 = С27 = С28 = 0.

Численные результаты. Численный сравни-
тельный анализ выполнен в математическом пакете 
Maple. Рассмотрена защемленная по контуру пла-
стина единичного радиуса R = 1 м, слои которой на-
браны из материалов Д16Т – фторопласт-4 – Д16Т. 
Принимались: величина интенсивности поверх-
ностной нагрузки q0  =  –1  МПа; толщины слоев 
h1 = h2 = 0,04 м, h3 = 0,4 м. Механические харак-
теристики материалов слоев заимствованы из [15]: 
сплав Д16-Т — G = 0,267∙105 МПа, K = 0,8∙105 МПа; 
фторопласта-4 — G3 = 90 МПа, K3 = 345 МПа. Ха-
рактеристики основания взяты из [33, 34]: H = 2 м; 
Eгр  =  0,4  ГПа; vгр  =  0,4; γ = 1,5. Коэффициенты 
сжатия и сдвига основания вычислены по форму-
лам (3): κ0 = 665,27 МПа/м; tf = 46,43 МПа·м.

На рисунке 2 а, b показано изменение прогиба 
w и сдвига в заполнителе ψ вдоль радиуса рассма-
триваемой пластины. При использовании двухпа-
раметрической модели основания расчетный про-
гиб пластины уменьшается до 31 %. Аналогично 
ведет себя сдвиг в заполнителе.

Рисунок 3 иллюстрирует изменение радиаль-
ных напряжений σr(z) по толщине пластины на ее 
контуре в зависимости от модели основания. Гра-
фики радиальных напряжений симметричны от-
носительно срединной поверхности заполнителя 
в  силу симметрии взятой пластины по толщине. 
На контуре пластины верхние части несущих слоев 
растянуты, заполнителя — сжаты. В склейках сло-
ев напряжения имеют одинаковые знаки, но терпят 
разрыв из-за различных упругих характеристик 
материалов слоев. При учете коэффициента сдвига 
(модель Пастернака) расчетные напряжения умень-
шаются до 18 %. На рисунке 3 напряжения в запол-
нителе визуально увеличены в 100 раз.

Выводы. Учет сдвиговых свойств основания 
Пастернака приводит к уменьшению, по сравне-
нию с моделью Винклера, расчетных параметров 
напряженно-деформированного состояния, а, сле-
довательно, позволяет прогнозировать увеличе-
ние ресурса трехслойных элементов конструкций, 
либо показывает возможность уменьшения мате-
риалоемкости слоистых несущих элементов строи
тельных конструкций и деталей машин.

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке БР ФФИ (проект № Т20Р-047).

(18)
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Figure 3 — Radial stresses on the plate contour: 

1 — Winkler model; 2 — Pasternak model

Рисунок 2 — Изменение прогиба w и сдвига в заполнителе ψ 
вдоль радиуса пластины: 1 — модель основания Винклера; 

2 — модель Пастернака
Figure 2 — Change in deflection w and shift in a filler ψ 

along the radius of the plate: 1 — Winkler foundation model; 
2 — Pasternak model
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COMPARISON OF SOLUTIONS TO THE BENDING PROBLEMS 
OF THREE-LAYER PLATES ON THE WINKLER AND PASTERNAK 
FOUNDATIONS 

Solutions of problems on axisymmetric bending of an elastic three-layer circular plate on the Winkler 
and Pasternak foundations are given. The bearing layers are taken as isotropic, for which Kirchhoff’s 
hypotheses are fulfilled. In a sufficiently thick lightweight, incompressible in thickness aggregate, the 
Timoshenko model is valid. The cylindrical coordinate system, in which the statements and solutions of 
boundary value problems are carried out, is connected with the median plane of the filler. On the plate 
contour, it is assumed that there is a rigid diaphragm that prevents the relative shear of the layers. The 
system of differential equations of equilibrium is obtained by the variational method. Three types of 
boundary conditions are formulated. One- and two-parameter Winkler and Pasternak models are used 
to describe the reaction of an elastic foundation. The solution to the boundary value problem is reduced 
to finding three desired functions, plate deflection, shear, and radial displacement in the filler. The general 
analytical solution to the boundary value problem is written out in the case of the Pasternak model in 
Bessel functions. At the Winkler foundation, the known solution is given in Kelvin functions. A numerical 
comparison of the displacements and stresses obtained by both models with a uniformly distributed load 
and rigid sealing of the plate contour is carried out.

Keywords: three-layer circular plate, elasticity, bending, stress-strain state, Pasternak and Winkler 
foundation
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