
46

ISSN 1995-0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2021. № 1(54)

Введение. Логистическая регрессия является 
одной из наиболее важных статистических моде-
лей и методов интеллектуального анализа данных 
и используется для анализа и классификации как 
бинарных, так и многоклассовых наборов данных. 
Модель логистической регрессии по эффективно-
сти классификации больших наборов данных часто 
может превосходить такой популярный алгоритм, 
как метод опорных векторов [1] либо простые мо-
дели искусственных нейронных сетей [2]. Впрочем, 
логит-модель можно рассматривать как нейронную 
сеть с сигмоидальной функцией активации. Сфера 
практического применения логит-модели достаточ-
но широка (кредитный скоринг, биоинформатика, 
статистическое моделирование в медицине, образо-
вании и проч.) [3, 4]. Совместно с численными или 
численно-аналитическими методами количествен-
ной оценки напряженно-деформированного состо-
яния твердого деформируемого тела, логит-модель 
может быть успешно применена и в механике по-
вреждаемости.

Для оценки качества построенной регрессии, 
как правило, используют ROC-кривую (receiver 
operating characteristic), которая дает качественную 
оценку результата. Количественную интерпрета-
цию ROC-кривой определяет показатель AUC — 
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площадь, заключенная между кривой и осью доли 
ложных положительных классификаций.

Математическая модель повреждаемости 
среды. Введем механический параметр φ как ло-
кальную характеристику повреждаемости среды Ω 
в точке A и определим его как отношение абсолют-
ного значения действующих напряжений σ в точ-
ке A к некоторому предельному напряжению σ(*lim), 
установленного для данного материала [5, 6], т. е.

Выделим элементарный параллелепипед со 
сторонами dx, dy, dz с центром в точке A. Элемен-
тарный опасный объем, соответствующий точ-
ке A, примем как функцию параметра φ, определя-
емого формулой (1):

Интегрирование выражения (2) по всей обла-
сти Ω, в каждой точке которой действующее на-
пряжение σ превышает предельное σ(*lim), опреде-
лит величину опасного объема, т. е.

.

(1)

(2)

(3)
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Таким образом получаем, что опасный объем — 
это величина области рассматриваемой среды, 
в каждой точке которой величина напряжений σ 
превышает предельные напряжения  σ(*lim). Также 
введем понятие повреждаемости Ψ среды как ин-
тегральную характеристику вероятности появле-
ния и дальнейшего распространения первичных 
разрушений среды:

Считая, что действующие напряжения σ опре-
деляются функцией радиус вектора x, т. е. σ = f (x), 
при вычислении опасного объема приходим к не-
равенству

С геометрической точки зрения функция 
 задает некоторую поверхность, 

ограничивающую область D ⊂ Rm. С физической 
точки зрения область Ω должна быть ограничена. 
Таким образом, при вычислении опасного объема 
по формулам (2)−(3) и интегральной повреждае-
мости по формуле (4) первоначально необходимо 
определить, принадлежит ли рассматриваемая 
точка A области Ω, т. е. провести бинарную клас-
сификацию с одним из двух возможных ответов:

При анализе повреждаемости и вычислении ее 
количественных показателей необходимо предва-
рительно определить напряженно-деформирован-
ное состояние твердого деформируемого тела. Для 
расчета распределения полей напряжений и  де-
формаций под действием внешних нагрузок будем 
применять модифицированный метод граничного 
элемента, развитый в работах [6, 7]. Далее по из-
вестному напряженно-деформированному состоя-
нию в работе [6] был предложен следующий ал-
горитм количественной оценки повреждаемости 
среды в пространственном случае:
�� определение границ области D, в которой содер-

жится опасный объем Ω;
�� построение по области D регулярной ортого-

нальной расчетной сетки с шагами dx, dy, dz вдоль 
трех координатных осей соответственно;
�� расчет напряжений σ(Аi) в каждой точке Ai рас-

четной сетки, являющейся центром параллелепи-
педа со сторонами dx, dy, dz;
�� определение количества точек N, в которых дей-

ствующие напряжения превышают предельные;
�� опасный объем V и интегральная повреждае-

мость Ψ определяются по формулам:

где VD — объем области D.
Чем точнее необходимо получить величины по-

вреждаемости, тем более детальную гранично-эле-

(4)

(5)

(6)

(7)

ментную и расчетную сетку по области D необхо-
димо строить. В силу громоздкости аналитических 
формул модифицированного метода граничного 
элемента использование вышеописанного алгорит-
ма требует затрат значительного машинного време-
ни на вычислительные процедуры, в том числе при 
определении напряженного состояния в точках, ко-
торые не принадлежат опасному объему.

Основная идея применения модели логисти-
ческой регрессии состоит в аппроксимации ком-
позиции функций расчета напряжений в точке 
среды и функции (6) логит-функцией, которая 
будет определять вероятность попадания точки A 
в опасный объем Ω.

Модель логистической регрессии. Рассмо-
трим обучающую выборку (выборку прецедентов):

где  — вектор значений i-го 
объекта; δi = {0;1}— бинарная переменная, указы-
вающая на принадлежность i-го объекта cоответ-
ствующему классу и определяемая формулой (6).

Как правило, логистическая регрессия опре-
деляет вероятность в интервале (0, 1) принадлеж-
ности вектора набора данных  
одной из двух категорий [8]:

где  — вектор коэффициентов.
Пороговым значением для бинарного опреде-

ления принадлежности классу является значение 
P(x, α) = 0,5. Для оценки вектора коэффициентов α  
воспользуемся методом максимального правдопо-
добия, который приведет к задаче максимизации 
логарифма правдоподобия и эквивалентной зада-
че минимизации функции [9]:

Частные производные функции Q(α) равны:

Из решения задачи (9)−(10) определяются ко-
эффициенты вектора α, с помощью которого в об-
щем случае описывается уравнение разделяющей 
обучающую выборку гиперплоскости:

Отметим, что уравнение гиперплоскости (11) 
является линейным уравнением, соответственно, 
выборка прецедентов должна быть линейно разде-

(8)

(9)

(10)

(11)
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лима. В случае линейной неразделимости выборки 
в вектор набора данных  вводят 
дополнительную компоненту, которая определяет-
ся функцией классификации.

Аналитически задача (9)−(10) не решается. 
Для численной оценки вектора параметров приме-
няется итерационный алгоритм Ньютона–Рафсо-
на, который состоит в следующем. В качестве ну-
левого приближения можно взять решение задачи 
классификации методом многомерной линейной 
регрессии [8]:

где матрица X = (xij)m×N.
Затем начинается итерационный процесс, на k-м 

шаге которого уточняется вектор коэффициентов α(k):

где  — градиент функционала Q(α) в точ-

ке  α(k);  — гессиан функционала Q(α) 

в  точке α(k); hk — величина шага итерационного 
процесса.

Таким образом, применение логит-модели 
к вычислению показателей повреждаемости твер-
дого тела можно представить в виде следующего 
алгоритма действий:

1. Определение границ области D ⊂ Rm, такой, 
что повреждаемая область Ω должна содержаться 
в D, т. е. Ω ⊂ D.

2. Генерация множества размера n расчетных 
точек из области D. Множество может формиро-
ваться случайным образом (как это использовано 
в данной статье) либо быть упорядоченным по ка-
кому-либо признаку.

3. Для множества расчетных точек провести 
бинарную классификацию на принадлежность 
к повреждаемой области по формуле (6).

4. Формирование обучающей выборки (xi, δi), 
i = 1, …, N и оценка коэффициентов логит-модели.

5. Оценка качества построенной логит-модели.
6. В случае удовлетворительного качества, ге-

нерация множества  и применение ло-
гит-модели для количественной оценки поврежда-
емости твердого тела.

Вычисление показателей повреждаемости. 
Для демонстрации работоспособности предлага-
емого подхода определим повреждаемость полу-
плоскости для двух модельных задач. Рассмотрим 
напряженное состояние полуплоскости при дей-
ствии на ее границе двух наиболее распростра-
ненных в механике контакта законов распределе-
ния, для которых существуют известные формулы 
определения компонент напряженного состояния 
[10−12]. При несогласованном контактном взаи-
модействии давление распределено по отрезку со-
прикосновения двух тел по закону [12]:

где q0 — давление в центре отрезка, по которому 
взаимодействуют тела; a — полудлина отрезка.

При вдавливании абсолютно жесткого прямо-
угольного штампа в упругую полуплоскость кон-
тактное давление распределено по закону [12]:

где q0 — давление в центре отрезка под штампом; 
a — полудлина стороны штампа, которая вдавли-
вается в полуплоскость.

Необходимо определить показатели повреж-
даемости от действия нормальных давлений (12) 
и (13) по эквивалентным напряжениям (по Мизе-
су) σeqv. В качестве предельного напряжения σ(*lim) 
примем σ(*lim) = 0,09q0 [13]. Обучающая выборка 
размера N для оценки параметров логистической 
регрессии формируется случайным образом. За-
тем в каждой точке A(xi, yi) (i = 1, …, N ) полупло-
скости определяются все компоненты тензора на-
пряжений по формулам:

где Gkl(x, y) — функции влияния.
По тензору напряжений в точке рассчиты-

вается действующее эквивалентное напряже-
ние и  сравнивается с предельным. Таким обра-
зом, каждой точке A(xi, yi) (i = 1, …, N ) ставится 
в  соответствие признак принадлежности классу 
(опасному объему) согласно формуле (6). На ри-
сунках 1 и 2 штриховой линией показана ори-
ентировочная повреждаемая область полупло-
скости при действии нагрузок вида (12) и (13) 
соответственно.

Исходя из условий обеих задач, повреждае-
мые области должны быть симметричны отно-
сительно вертикальной оси, проходящей через 
центр распределения давления и перпендикуляр-
ной к оси y = 0.

Из рисунков 1 и 2 видно, что определить точки, 
принадлежащие повреждаемой области D линей-
ным классификатором, которым является модель 
логистической регрессии, невозможно, поэтому 
к набору обучающих данных (xi, yi, δi) (i = 1, …, N) 
необходимо применить классифицирующую функ-
цию. В литературе чаще всего применяются следу-
ющие виды классифицирующих ядер [14]:
�� полиномиальное ядро степени d:

;
�� радиальная базисная функция: ;

�� сигмоидальное ядро:
.

(12)

(13)
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В обоих рассматриваемых случаях распреде-
ления контактного давления наилучший результат 
показало применения в качестве классифицирую-
щей функции радиальной базисной функции

.

Для определения оптимального значения 
параметра γ могут применяться различные эво-
люционные стратегии [15, 16], однако в данной 
работе значения γ с точностью до трех знаков 
после запятой определялись методом перебора. 

Критерием выбора параметра являлась площадь 
под ROC-кривой AUC. В таблице представлены 
значения параметра γ, вектора коэффициентов 
α  =  (α0, α1, α2, α3) и площади AUC для случая 
a = 1 и q0 = 1. В каждом случае обучающая вы-
борка состояла из 104 точек полуплоскости. Сле-
дует отметить, что для двух переменных исход-
ная модель логистической регрессии имеет вид:

т. е. вектор параметров α состоит из трех компо-
нент. Однако после введения классифицирующей 
функции каждой паре (xi, yi) ставится значение Ki, 
соответственно вектор значений i-го объекта 
принимает вид (xi, yi, Ki), а вектор параметров — 
α = (α0, α1, α2, α3).

На рисунках 3 и 4 показаны конфигурации 
областей повреждаемости для давлений вида (12) 
и (13) соответственно после применения к ним 
классифицирующей функции.

При пороговом значении для бинарного опре-
деления принадлежности точки повреждаемой 
области, равного P(x, y, α) = 0,5, точность предик-
тивной модели (8) для случая несогласованного 
контакта составляет 81,45 %, для случая вдавлива-
ния жесткого штампа — 81,18 %.

ROC-анализ. Для анализа качества работы 
классификатора, построенного на основе модели 
логистической регрессии, используют ROC-кри-
вую, построенную в осях специфичности Sp и чув-
ствительности Se, которые определяют как долю 
идентифицированных моделью истинно положи-
тельных и истинно отрицательных случаев соот-
ветственно [8]:

где TN — количество верно классифицированных 
отрицательные ответов; TP — количество верно 
классифицированных положительных ответов; 
FP — количество отрицательных ответов, класси-
фицированных как положительные; FN — количе-
ство положительных ответов, классифицирован-
ных как отрицательные.

На рисунках 5 и 6 показаны ROC-кривые для 
обоих случаев распределения нормального давле-
ния по границе полуплоскости.

Для количественной оценки качества класси-
фикатора определяют размер площади AUC, рас-
положенной между ROC-кривой и осью специ
фичности Sp. Площадь AUC можно рассчитать, 

(14)

Рисунок 1 — Область повреждаемости для случая 
несогласованного контакта

Figure 1 — Area of damageability for non-conformal contact case

Рисунок 2 — Область повреждаемости для случая 
вдавливания жесткого штампа

Figure 2 — Area of damageability for rigid stamp interaction case

Вид распределения q(x) γ α0 α1 α2 α3 AUC

0,028 −19,329 0,379 −0,283 22,469 0,7579

0,021 −12,196 0,175 −0,099 15,694 0,7925

Таблица — Параметры логит-модели
Table — Logit model parameters



50

ISSN 1995-0470. МЕХАНИКА МАШИН, МЕХАНИЗМОВ И МАТЕРИАЛОВ. 2021. № 1(54)

используя формулу трапеций для численного ин-
тегрирования уравнения ROC-кривой:

где K определяется, исходя из принятого шага 
 
в приросте показателя специфичности , 

которое в данной работе было принято 0,01, т. е. 
K = 100.

Значения AUC для распределений вида (12) 
и  (13) представлены в таблице. Исходя из экс-
пертной шкалы, принятой в научной литературе 
[17, 18], качество построенной модели логистиче-
ской регрессии можно отнести к «хорошему» или 
«очень хорошему».

Устойчивость оценки параметров логит-мо-
дели. Обучающая выборка точек (xi, yi) (i = 1, …, N) 
для построения модели логистической регрессии 

генерируется случайным образом из равномерно-
го распределения по двумерной области, показан-
ной на рисунках 1 и 2. Для разного набора слу-
чайных прецедентов значения вектора параметров 
ROC-кривая и AUC будут разными. Значения, 
представленные выше в данной работе, являются 
усредненными и рассчитаны по пяти разным на-
борам прецедентов (точек). Стандартная ошибка 
оценки AUC подсчитывается по формуле [19]:

где Q1 = AUC / (2 – AUC); Q2 = 2AUC2 / (1 + AUC).
По стандартной ошибке с помощью Z-стати-

стики можно объективно судить о статистической 
значимости полученной бинарной классифика-
ции, а также определить двусторонний довери-
тельный интервал для значения AUC.

Как уже было отмечено выше, набор обуча-
ющих прецедентов для построения модели логи-

Рисунок 3 — Конфигурация повреждаемой области для случая 
несогласованного контакта

Figure 3 — Damage area configuration for non-conformal 
contact case

Рисунок 4 — Конфигурация повреждаемой области для случая 
вдавливания жесткого штампа

Figure 4 — Damage area configuration for rigid stamp 
interaction case

Рисунок 5 — ROC-кривая для случая несогласованного 
контакта

Figure 5 — ROC curve for non-conformal contact case

Рисунок 6 — ROC-кривая для случая вдавливания жесткого 
штампа

Figure 6 — ROC curve for rigid stamp interaction case
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стической регрессии по оценке повреждаемости 
среды генерировался случайным образом из рав-
номерного распределения по двумерной области, 
в которой содержится опасный объем. Для случай-
ной выборки прецедентов важно понимать устой-
чивость работы численных алгоритмов по оценке 
параметров логит-модели и, соответственно, по 
качеству классификации. На рисунках 5 и 6 пред-
ставлены диаграммы размаха для точности клас-
сификации (пороговое значение P(x, y, α) = 0,5) 
и площади под ROC-кривой AUC при различном 
количестве обучающих прецедентов, из которых 
можно определить степень разброса и асимме-
трию в оценке данных показателей.

Из диаграмм на рисунках 7 и 8 видно, что 
с  увеличением количества прецедентов для обу-
чения модели разброс в оценке точности класси-
фикации ε и качестве работы регрессии AUC сни-
жается. Для точности классификации при размере 
обучающей выборки 103 разность между первым 
и третьим квартилем составляет 1,7  %, для раз-
мера выборки 106 — 0,05 %. Для показателя AUC 
аналогичные показатели равны 0,017 и 0,0011 со-

ответственно. Снижение в разбросе показателей 
позволяет сделать вывод об устойчивости числен-
ных алгоритмов оценки параметров модели логи-
стической регрессии и качестве бинарных класси-
фикаторов.

Заключение. При вычислении повреждаемо-
сти твердого тела значительная часть машинного 
времени уходит на определение всех компонент 
тензоров напряжений и деформаций в рассматри-
ваемой точке, причем точка с ближайшей к ней 
окрестностью может как принадлежать поврежда-
емой области, так и нет. В случае если точка, в ко-
торой рассчитано напряженно-деформированное 
состояние, не принадлежит повреждаемой обла-
сти, в дальнейших вычислениях она не участвует.

Модель логистической регрессии может вы-
ступать эффективным средством аппроксимации 
композиции функций по расчету напряженно-де-
формированного состояния и бинарной класси-
фикации принадлежности рассматриваемой точки 
повреждаемой области и, соответственно, сниже-
ния затрат машинного времени на проведение вы-
числительных процедур. Опасный объем в твердом 
теле, как правило, является областью нелинейной, 
поэтому перед обучением логит-модели необходи-
мо ввести классифицирующую функцию, которая 
позволит провести гиперплоскость по линейному 
разделению обучающей выборки.

В работе представлено применение модели 
логистической регрессии по вычислению повреж-
даемой области в полуплоскости при действии на 
границе полуплоскости распределенной нагрузки. 
Исходя из принятой экспертной шкалы оценки, 
работу бинарного классификатора можно ква-
лифицировать как «хорошую» или «очень хоро-
шую». Показана устойчивость алгоритмов оценки 
параметров логит-модели при генерировании обу-
чающих прецедентов случайным образом.
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APPLICATION OF LOGISTIC REGRESSION IN CALCULATION 
OF DAMAGEABILITY OF SOLID DEFORMABLE BODY 

The paper proposes a logistic regression model for estimating the damageability of a solid deformable 
body. A training sample is randomly generated from a uniform distribution over the area containing the 
dangerous volume. For linear separability of the training sample, a classifying kernel is used in the form of a 
radial basis function. The regression parameters were estimated using the maximum likelihood method, then 
the system of nonlinear equations was solved by the Newton-Raphson method. To determine the quality of 
the classifier, a ROC analysis was performed, which consists in constructing the ROC curve and calculating 
the area between the ROC curve and the specificity axis. For adequate assessment of the work, the logistic 
regression model is used to calculate the damage of a half-plane when a normally distributed load acts 
on its boundary. The paper also analyzes the stability of the model parameter estimation algorithms when 
generating a random sample of training sample.
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